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هداء إ
◆  ◆  ◆

د ، والسن ي اء درب ي أض ور الذ ا الن بّ العلم، وكان ي ح لب ي ق رسا ف ، وغ ةً ر ي ي صغ ان بّي لى من ر إ
… ي ات رة حي ي مسي ه ف كأت علي ي ات الذ

، رحمهما الله، ي وأمي لى أب إ
لّ زّ وج ةً المولى ع ، سائل ب ي ي لا يغ بّهما الذ اءً لح لهما، ووف ض ف نًا ب ا ، عرف هدي مرة ج أهدي ث

م. عي ات الن ن ي ج هما ف ات ه درج ع ب هما، وأن يرف لي ره إ دّ أج ا، يمت عً اف ا ن ا العمل علمً عل هذ أن يج

اء، ائي الأحب ن ز وأب ي ي العز وج لى ز إ

ديرًا ق از ت ج ن ا الإ . أهديكم هذ لهامي ي وإ وت ، ومصدر ق ي رت ي مسي دي ف ، وسن ء أيامي م دف ت أن
ا مل هذ ى اكت نًا لي حت ها عو ي م ف ت ة كن ركم، ولكل لحظ نًا لدعمكم وصب ا ن كم، وامت ت لمحب

العمل.

، ات ة والطالب اتي من الطلب ن ائي وب ن لى أب إ

هم ا للف احً ت ، ومف ة كم العلمي ي رحلت ا ف عً اف ا ن قً  ي ةً أن يكون رف ، آمل اب ا الكت أهديكم هذ
ل. ب ق نّاع المست د وص م أمل الغ ت أن ، ف ق الطموحات ي حق وق وت ف حو الت ة ن ت اب ةً ث طو ، وخ ان ق ت والإ

، ن والمعلمات لاتي من المعلمي مي ملائي وز لى ز إ

ديرًا ق ع، ت واض هد المت ا الج ال، أهديكم هذ ي نّاع الأج ول، وص اة العق ن حملة رسالة العلم، وب
ل. ب ق اء المست ن ة وب ر المعرف ش ي ن ة ف كم السامي رسالت نًا ب يما لاصكم، وإ خ لعطائكم وإ

ور لا ة ن ، وأن المعرف رة اب ر والمث مرة الصب اح ث ج ، وأن الن أن العلم رسالة لى كل من آمن ب وإ
… ئ طف ين

ي طريق العلم عة ف واض ةً مت  اف ض ا، وأن يكون إ عً اف رًا ن رك أث ةً أن يت  ي ا العمل، راج أهدي هذ
. ة والمعرف
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اب ا الكت دم هذ خ ف تست كي

اب ، وكل ب واب عة أب ي سب وي ف ان الث الث ات للصف الث ي هج الرياض م من اهي اب مف ا الكت مع هذ يج
ة الي دم الألوان الت خ . است لة المحلولة م الأمث اعدة ث م الق هوم ث المف دأ ب ب رة ت صي لى دروس ق م إ سّ مق

: سرعة وى ب وع كل محت عرف ن لت

ف تعري

ي ة الت م والمصطلحات الأساسي اهي المف
داً. ي همها ج ب ف يج

اعدة ق

ي دم ف خ تُست ي  غ الت ن والصي ي وان الق
ها. ظ حف صح ب الحل، ويُن

ة ملاحظ

ساعدك على الحل صائح ت ات ون اج ت ن است
كل أسرع. ش ب

ه ي ب تن

ه ب ت ، ان ها الطلاب ي ع ف ائعة يق طاء ش أخ
لها.

كّر تذ

ي الدرس. ها ف اج حت ة ت ق معلومات ساب

ة اب ج طار الإ إ
ر: ض طار أخ ل إ هر داخ ظ ة ت هائي ة الن اب ج الإ

س = 4

ال. ص السؤ ن

الحل

. طوة خ طوة ب ل خ صي ف الت طوات الحل ب خ

ال مث
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. اب هاية الكت ي ن ها ف ات اب ج د إ ج ، وت ي ات دريب الذ مارين للت ت

ن تمري

ة اب اصطلاحات الكت

ي الركن ع ف صر أ11 يق العن سار؛ ف لى الي ن إ مي ات والمعادلات من الي وف ب المصف تُكت
. ة وف الأيمن العلوي من المصف

ة أ ، و |أ| أو Δ محددها. وف أم محورة المصف

. ة ي ان ة الث ق ت ة الأولى، و صً المش ق ت صَ )أو دص/دس( المش

كامل. ت الت اب عي )للأساس هـ(، و ث ث ي م الطب اريت ي اللوغ عن لو ت
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8

اب الأول الب

ها ت ب ة ورت وف هوم المصف مف ◂

معي ة والمعكوس الج وف محورة المصف ◂

واعها ات وأن وف ساوي المصف ت ◂

ات وف ات على المصف العملي ◂

واصها المحددات وخ ◂

ات والمحددات وف المصف
QQC1QQ
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ات والمحددات وف اب الأول: المصف الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

9

ي ع ف صر الواق لاً أ23 هو العن مث الرمز أرد ، ف م د ب م ر والعمود رق ي الصف رق ع ف صر الواق رمز للعن ن
وف و ن من الأعمدة ها م من الصف ة ب وف . والصورة العامة لمصف الث ي والعمود الث ان الصف الث

: هي

أ = 

11ٔ�12ٔ�13ٔ�14ٔ�

21ٔ�22ٔ�23ٔ�24ٔ�

31ٔ�32ٔ�33ٔ�34ٔ�

41ٔ�42ٔ�43ٔ�44ٔ�

الص�� 1

الص�� 2

الص�� 3

الص�� 4

العمود 4العمود 3العمود 2العمود 1

لل صر المط� الع��
الص�� 2 والعمود 3

اطع الصف ر مع العمود د ق د ت ع عن صر أرد يق ، والعن ة ة والأعمدة رأسي ي ق وف أف الصف

وعها( ة )ن وف ة المصف رتب

ة وف هوم المصف مف 1-1
QQS1x1QQ

ة وف ف المصف تعري

ة ي ق وف أف ة صف ئ ة على هي وب اصر( مكت ل من الأعداد )أو العن طي ب مست ي رت ة ت وف المصف

: أ أحد الحروف ةً ب وع ] [ أو ) (، ويُرمز لها عاد ن من الن وسي ل ق ب داخ تُكت ، و ة وأعمدة رأسي
ـ ، … ، ب ، ج

أ1ن…أ13أ12أ11
أ2ن…أ23أ22أ21
⋮⋮⋮⋮

أمن…أم3أم2أم1

اعدة ق

وف × عدد الأعمدة ، أي ر × د ة = عدد الصف وف ة المصف ب رت
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ة وف ل المصف صر داخ ع العن د موق تحدي

: ي ة مما يأت وف ة كل مصف ب د رت حدّ

ـ =  ، ع =  أ =  ، ب =  ، ج

الحل

ة 2 × 2 ب ة 2 × 3أ من الرت ب ة 1 × 1ب من الرت ب ـ من الرت ة 1 × 2ج ب ع من الرت

ال 1 مث

43
21

340
259

312

د: أ13 ، أ22 ، أ33 أوج ت أ =  ف ا كان ذ إ

الحل

ي ، ان ي والعمود الث ان صر الصف الث الث ، أ22 عن صر الصف الأول والعمود الث أ13 هو عن
ا: وهكذ

أ13 = 1 ، أ22 = 2 ، أ33 = 6

ال 2 مث

351
1528
11106

ه ب ت ان

صر أ31 = 11 العن ي على العمود ؛ ف ان ي أرد يدل دائماً على الصف والث م الأول ف الرق
صر أ13 = 1 لف عن العن ت يخ

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



ات والمحددات وف اب الأول: المصف الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

11

ة وف محورة المصف

ة وف معي للمصف المعكوس الج

معي ة والمعكوس الج وف محورة المصف 1-2
QQS1x2QQ

ف تعري

اً وف وف أعمدة والأعمدة صف عل الصف ة من ج ج ات ة الن وف ة أ هي المصف وف محورة المصف
ة أم هي د × ر ب ن رت إ ة أ هي ر × د ف ب ت رت ا كان ذ الرمز أم . إ سه، ويُرمز لها ب ف ب ن ي رت الت ب

أ = 

أم = 

∴ أ ≠ أم

ب = 

م =  ب

م ∴ ب ≠ ب

ـ =  ج

ـم =  ج

ـم ـ = ج ∴ ج

ال 3 مث

236
107

21
30
67

1
3

13

33
33

33
33

ة ملاحظ

: )أم(م = أ ة ة الأصلي وف د المصف عي محورة المحورة ت

ف تعري

ي -1 ، ة ف وف رب المصف ج من ض ت الرمز -أ ، وين معي يُرمز له ب ة أ معكوس ج وف لكل مصف

اصرها. صر من عن ارة كل عن ش ر إ ي ي غ ت أي ب
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معي لها: -أ =  ن المعكوس الج إ ت أ =  ف ا كان ذ إ

ال 4 مث

25-
43-

2-5
4-3

ة ملاحظ

: أ + )-أ( = 0 رية ة الصف وف معي يساوي المصف ة ومعكوسها الج وف موع المصف مج

ات وف تساوي المصف 1-3
QQS1x3QQ

ن ي ت وف رطا تساوي مصف ش

سها.1.  ف ة ن ان من الرتب ت وف كون المصف أن ت

 .2. ة ي ان ة الث وف ي المصف ر له ف اظ صر المن ة الأولى العن وف ي المصف صر ف أن يساوي كل عن

؟  ،  ان ساويت ان مت ت ي ان الآت ت وف هل المصف

الحل

 = 2 ، لو 1 = 0
6
3

 ، 4 = 16 سها 2 × 3 ، و  ف ة ن ب ان من الرت ت وف المصف

ان ت ساوي مت ان  ت وف ره، والمصف ي ظ صر يساوي ن ن كل عن ذ إ

ال 5 مث

452
903-

1656
3

-3لو 91

 =  : ت ا كان ذ مة كل من ن ، هـ إ ي د ق أوج

الحل

هـ = 5 ن = 0 ،   : رة اظ ن اصر المت مساواة العن ب

ال 6 مث

35
ن-2

هـ3
2-0
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 =  : ت ا كان ذ م س ، ص ، ع ، م إ ي د ق أوج

الحل

2س = 8

∴ س = 4

س + ع = 7

4 + ع = 7 ∴ ع = 3

س + ص = 8

4 + ص = 8 ∴ ص = 4

م = ص + 3ع

م = 4 + 9 = 13

ال 7 مث

س + ع2س
ص + 3ع8

87
مس + ص

 =  : ت ا كان ذ ي س ، ص إ مت ي د ق أوج

الحل

س = 4 2س = 16 = 24 ∴ 

ص = 0 ص = لو 1 ∴ 

ال 8 مث
21س
لو 31

161
ص3

ة أ وف ب المصف اكت ث أرد = ر - 2د ، ف حي ة 2 × 2 ب ب ة من الرت وف ت أ مصف ا كان ذ إ

الحل

صر: م العمود( لكل عن ( و د )رق م الصف ي ر )رق مت ي ق ض ب عوّ ن

أ22 = 2 - 2)2( = -2أ21 = 2 - 2)1( = 0أ12 = 1 - 2)2( = -3أ11 = 1 - 2)1( = -1

∴ أ = 

ال 9 مث

1-3-
من-02
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ب اكت  ف

دما ر = د 3   عن
دما ر ≠ د 2   عن ث أرد =  حي ة 2 × 2 ب ب ة من الرت وف ت أ مصف ا كان ذ إ

ة أ وف المصف

الحل

ساوي 2: أ =  اصر ت ي العن اق ساوي 3 وب سي )ر = د( ت طر الرئي اصر الق عن

ال 10 مث

32
23

ب
أ

مة  ي د ق أوج ت  =  ف ا كان ذ إ

الحل

2س = 8 = 23 ∴ س = 3

22ص = 4 = 22 ∴ 2ص = 2 ∴ ص = 1

ب = ص = 1 ، أ = 2

1
2

 = 
ب
أ

 ∴

ال 11 مث
ص2س
22ص2

ب8
4أ

ة وف معي للمصف ساوي المعكوس الج ة  ت وف ت محورة المصف ا كان ذ إ

م ل ، م ، ن ، هـ ي د ق أوج  ف

الحل

 = 

ل + 3 = -2

∴ ل = -5

4م - 1 = -)ل + 2(

4م - 1 = 3 ∴ م = 1

2 - ن = -4م = -4

∴ ن = 6

6هـ = -3ن = -18

∴ هـ = -3

ال 12 مث

4م - 1ل + 3
6هـ2 - ن

4م2
3نل + 2

2 - نل + 3
6هـ4م - 1

-4م-2
-3ن-)ل + 2(
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ة ي ق ي ة الحق وف 1( المصف

اصرها أعداد ع عن مي ي ج ة الت وف هي المصف
. ة ي ق ي حق

ة الصف وف 2( مصف

ط، ق ة من صف واحد ف ة المكون وف هي المصف

ها 1 × ن ت ب رت

أ = 

ة العمود وف 3( مصف

ط، ق ة من عمود واحد ف ة المكون وف هي المصف
ها م × 1 ت ب رت

ة ري ة الصف وف 4( المصف

اصرها ع عن مي ي ج ة الت وف هي المصف

الرمز 0 ، وهي ار، ويُرمز لها ب أصف
: ات وف معي للمصف د الج المحاي

أ + 0 = 0 + أ = أ

،  ،  : لة أمث

 ، 

ل = -5 ، م = 1 ، ن = 6 ، هـ = -3  : واب الج

ا س؟ مت ي ما ق ت  =  وكان ل هـ - ن م = -6 ف ا كان ذ إ

الحل

: ل = س2 ، م = س ، ن = 5 ، هـ = 1 ساوي من الت

∴ س2 × 1 - 5س = -6 ∴ س2 - 5س + 6 = 0 ∴ )س - 2()س - 3( = 0

س = 3 س = 2 أو   ∴

ال 13 مث
سس2
51

مل

هـن

ات وف واع المصف أن 1-4
QQS1x4QQ

145…

00
00

000

0
0

0
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ب = 

عة ة المرب وف 5( المصف

سي : رئي طران وف = عدد الأعمدة )ر = د(، ولها ق ها عدد الصف ي ي ف ة الت وف هي المصف
سي هي أ11 ، أ22 ، أ33 ، … طر الرئي اصر الق . عن رعي وف

271

549

386

سی� طر الر�ٔ�� ال��
33ٔ� ، 22ٔ� ، 11ٔ�

رعی� طر ال�� ال��

ة 3 × 3 ب عة من الرت ة مرب وف ي مصف رعي ف طر الف سي والق طر الرئي الق

ث : أرد حي سي طر الرئي وق الق اصر ف العن
ر > د

ث : أرد حي سي طر الرئي حت الق اصر ت العن
ر < د

 ،  ،  : لة أمث

ة طري ة الق وف 6( المصف

دما ر ≠ د ، أي أرد = 0 عن سي طر الرئي اصر الق ار ما عدا عن اصرها أصف ع عن مي عة ج ة مرب وف مصف

أ = 

1
4
5
⋮

21
34

123
265
134

3

300
040
005
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ة الوحدة وف 7( مصف

د الرمز I ، وهي المحاي ساوي 1 ، ويُرمز لها ب سي ت طرها الرئي اصر ق ع عن مي طرية ج ة ق وف مصف

. ات وف ي للمصف رب الض

دما ر = د 1   عن
دما ر ≠ د 0   عن أرد = 

أ × I = I × أ = أ

 = I ،  = I

ة ة العلوي ي لث ة المث وف 8( المصف

دما ر < د ار، أي أرد = 0 عن سي أصف طر الرئي ل الق اصر أسف ع العن مي عة ج ة مرب وف مصف

أ = 

ة لي ة السف ي لث ة المث وف 9( المصف

دما ر > د ار، أي أرد = 0 عن سي أصف طر الرئي اصر أعلى الق ع العن مي عة ج ة مرب وف مصف

أ = 

لة ماث ة المت وف 10( المصف

: سها، أي ف ارة ن ش الإ سي ب طر الرئي لة حول الق ماث اصرها مت عة عن ة مرب وف مصف

أرد = أدر ، أي أن أم = أ
أ = 

) لة ماث ه المت ب ل )ش ماث ة الت وي ة الملت وف 11( المصف

طرها اصر ق ، وعن ارة ش عكس الإ سي ب طر الرئي لة حول الق ماث اصرها مت عة عن ة مرب وف مصف

ار: سي أصف الرئي

10
01

100
010
001

234
012
006

200
510
436

345-
468
من5-81
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أرد = -أدر ، أي أن أم = -أ

ها: أ + أم = 0 ومن
أ = 

047-
4-08
78-0

 : لة ماث ة مت ي ة الآت وف عل المصف ج ي ت م س ، ص ، ع الت ي د ق أوج

الحل

لة أرد = أدر: ماث ة المت وف ي المصف ف

2س = 8

∴ س = 4

4ع = 16

∴ ع = 4

ص = 2ع + 1

ص = 2)4( + 1 = 9

ال 14 مث

ص2س5
8916

43ع2ع + 1

. لة ماث ة  مت وف عل المصف ج ي ت م س الت ي د ق أوج

الحل

س = ± 2 س2 - 1 = 3 ∴ س2 = 4 ∴ 

ال 15 مث

س2 - 41
38

ل: ماث وية الت ة ملت ي ة الآت وف عل المصف ج ي ت ـ ، د الت م أ ، ب ، ج ي د ق أوج

الحل

ار. سي أصف طر الرئي اصر الق ل: أرد = -أدر ، وعن ماث وية الت ة الملت وف ي المصف ف

ـ - ب = 6ب = -3 ج

ـ = 3 ـ + 3 = 6 ∴ ج ج

أ - ب = 0

∴ أ = ب = -3

ـ + د = -8 ج

3 + د = -8 ∴ د = -11

ال 16 مث

ـ + د3أ - ب ج
ـ - ب0ب ج
ـ-86 منب + ج
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ات وطرحها وف مع المصف أولاً: ج

ـ = -3 + 3 = 0 ✓ صر أ33 = ب + ج : العن ق حق للت

مة س + 2ص ي د ق أوج ، ف طرية ة  ق وف ت المصف ا كان ذ إ

الحل

ار: سي أصف طر الرئي ارج الق اصرها خ طرية عن ة الق وف المصف

201 - 2س = 0 ∴ س = 10
2

3 - 6ص = 0 ∴ ص = 

11 ∴ س + 2ص = 10 + 2  = 

ال 17 مث

20 - 2س7
315 - 6ص

1
2

ات وف ات على المصف العملي 1-5
QQS1x5QQ

اعدة ق

مع )أو م الج سها ، ويت ف ة ن ا من الرتب كون ن أو طرحهما أن ت ي ت وف مع مصف رط لج ت يُش
. رة اظ ن اصر المت مع )أو طرح( العن ج الطرح( ب

د: أ + ب ، ب + أ ، أ - ب ، ب - أ أوج ت أ =  ، ب =  ف ا كان ذ إ

الحل

أ + ب =  = 

ال 18 مث

45-
25

78
98

7 + 48 + 5-
9 + 28 + 5

113
1113
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ة وف ي مصف رب عدد ف اً: ض ي ان ث

ب + أ =  = 

أ - ب =  = 

ب - أ =  = 

4 + 75 - 8
2 + 95 + 8

113
1113

7 - 48 - 5-
9 - 28 - 5

3-13-
7-3-

4 - 75 + 8
2 - 95 - 8

313
73

ج أن ت ن ست ن

: أ + ب = ب + أ ة دالي ب ات إ وف ي المصف مع ف ة الج عملي

: أ - ب ≠ ب - أ ة دالي ب ست إ ات لي وف ي المصف ة الطرح ف عملي

اعدة ق

اصر صر من عن ي كل عن رب العدد ف ض ة ، ن وف ي مصف ي ك ف ق ي رب عدد حق د ض عن
. ة وف المصف

 أ
1
2

د: 3أ ،  أوج ت أ =  ف ا كان ذ إ

الحل

3أ =  = 
1 أ =  = 

2

ال 19 مث

32-
45

3 × 32- × 3
4 × 35 × 3

96-
1215

3
2

2-
2

4
2

5
2

3
2

1-

25
2
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اً

ة س وف د المصف أوج ت س +  =  ف ا كان ذ إ

الحل

س =  -  =  = 

ال 20 مث

41
2-5

23
11-

23
11-

41
2-5

4 - 21 - 3
2 + 15 - 1-

2-2
36-

ي س ، ص مت ي د ق أوج ت س  + ص  =  ف ا كان ذ إ

الحل

 =  ∴  =  + 

1ص = 0
3

3س + 0 = 1 ∴ س = 

ال 21 مث

3
0

1
1

1
0

3س
0

ص
ص

1
0

3س + ص
ص

1
0

: 3  = 2س +  ة ي وف حل المعادلة المصف

الحل

3س -  = 2س + 

3س - 2س =  + 

∴ س = 

ال 22 مث

14س - 
05

03
1-2

312
015

03
1-2

03
1-2

312
015

315
1-17
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ن ي ت وف رب مصف اً: ض الث ث

41

25

(2×2) ٔ�

×
205

213

ٮ� (2×3)

=
10123

14525

�ٔ × ٮ� (2×3)

ال�� مں� ٮ� : 4×5 + 1×3 = 23 الص�� ا��ؤل مں� �ٔ × العمود ال��

اصر رب عن موع حواصل ض رب = مج ي الصف ر والعمود د من حاصل الض صر ف العن

ة ي ان اصر العمود د من الث ي عن الصف ر من الأولى ف

رب رط الض ش
ة ب أن يكون عدد أعمدة الأولى = عدد وف ي المصف ة أ ف وف رب المصف رط لض ت يُش

ن أ × ب من إ ة ن × ك ف ب ة م × ن و ب من الرت ب ت أ من الرت ا كان ذ إ . ف ة ي ان وف الث صف

ة م × ك ب الرت

: أ × ب ، ب × أ ن أمكن د إ أوج ت أ =  ، ب =  ف ا كان ذ إ

الحل

ن ذ وف ب = 2 ، إ ة 2 × 3 ، عدد أعمدة أ = عدد صف ب ة 2 × 2 و ب من الرت ب أ من الرت
ة 2 × 3 ب ج من الرت ات رب ممكن والن الض

أ × ب =  = 

وف أ )2(. ها؛ لأن عدد أعمدة ب )3( لا يساوي عدد صف راؤ ج لا يمكن إ أما ب × أ ف

ال 23 مث

41
25

205
213

2 × 1 + 2 × 41 × 1 + 0 × 43 × 1 + 5 × 4
2 × 5 + 2 × 21 × 5 + 0 × 23 × 5 + 5 × 2

10123
14525

ج أن ت ن ست ن

ه عام. وج ؛ أي أن أ × ب ≠ ب × أ ب ة دالي ب ست إ ات لي وف ي المصف رب ف ة الض عملي
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عة ة المرب وف وى المصف ق

ة 3 × 4 ، ب رب أ × ب من الرت ة 3 × 2 ، وكان حاصل الض ب ة من الرت وف ت أ مصف ا كان ذ إ

؟ ة ب وف ة المصف ب ما رت ف

الحل

ج = 4 ات وف ب = عدد أعمدة أ = 2 ، وعدد أعمدة ب = عدد أعمدة الن عدد صف

4 × 2 ة ب هي  ب ∴ رت

ال 24 مث

ج أن أن = 2ن - 1 أ ت ن م است ت أن أ2 = 2أ ، ث ب أث ت أ =  ف ا كان ذ إ

الحل

أ2 = أ × أ =   =  = 2  = 2أ

أ3 = أ2 × أ = 2أ × أ = 2أ2 = 2)2أ( = 22 أ

: أن = 2ن - 1 أ د أن ج مط ن ا الن مرار هذ است وب

ال 25 مث

11
11

11
11

11
11

22
22

11
11

مة س؟ ي ما ق ت أس =  ف ت أ =  وكان ا كان ذ إ

الحل

أس = 2س - 1 أ ، و  = 32 أ = 25 أ

س = 6 ∴ س - 1 = 5 ∴ 

ال 26 مث

11
11

3232
3232

3232
3232
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) ظ اصة )للحف ات الخ وف عض المصف وى ب ق

ن إ ت أ =  ف ا كان ذ إ

أن = 

ن إ ت أ =  ف ا كان ذ إ

أن = 

ن إ ت س =  ف ا كان ذ إ

سن = 

ن إ ت س =  ف ا كان ذ إ

سن = 

11
01

ن1
01

10
11

10
1ن

0ل
ك0

0لن
كن0

0ل
0ك

0لن
0ك لن - 1

مة ل + م + ن + هـ؟ ي ما ق ت أ29 =  ف ت أ =  وكان ا كان ذ إ

الحل

أ29 =  ∴ ل = 1 ، م = 29 ، ن = 0 ، هـ = 1

31 ∴ ل + م + ن + هـ = 1 + 29 + 0 + 1 = 

ال 27 مث

11
01

مل

هـن

129
01

د ب أ أوج م =  ف ت أم ب ا كان ذ إ

الحل

م ة )ب أ(م = أم ب اصي دم الخ خ ست ن

م =  ∴ ب أ = 

ال 28 مث

23
56-

م 25أم ب
36-
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: ت أن ب أث ت س = أ + أم ، ص = أ - أم ، ف ، وكان عة ة مرب وف ت أ مصف ا كان ذ إ

ل. ماث وية الت لة و ص ملت ماث )س + ص( ، وأن س مت
1
2

أ = 

الحل

 × 2أ = أ ✓
1
2

)أ + أم + أ - أم( =  1
2

)س + ص( = 
1
2

. لة ماث ن س مت ذ سم = )أ + أم(م = أم + أ = س إ

ل. ماث وية الت ن ص ملت ذ صم = )أ - أم(م = أم - أ = -ص إ

ال 29 مث

ات هامة ملاحظ

. لة ماث ة مت وف أ × أم مصف

. لة ماث ة مت وف أ + أم مصف

ل. ماث وية الت ة ملت وف أ - أم مصف
م أم (م = ب )أ ب

I = مI ، 0 = أم(م = أ ، 0م(

أ + 0 = أ ، أ + )-أ( = 0 ، أ × I = أ

ها. لة = محورت ماث ة المت وف المصف

ل = سالب ماث وية الت ة الملت وف المصف

ها. محورت

ها. طرية = محورت ة الق وف المصف

اصرها ع عن مي ي ج عة الت ة المرب وف المصف

ها. ساوية = محورت مت

ه عام: وج ن ب إ دالي ف ب ر إ ي رب غ لأن الض

2 (2 ≠ أ2 + 2أب + ب )أ + ب

) ()أ - ب 2 ≠ )أ + ب أ2 - ب
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ة ي ان ة الث مة المحدد من الرتب ي أولاً: ق

ة )ن + 1( × )م + 5( ، ب ة من الرت وف ة 2 × 3 ، و ب مصف ب ة من الرت وف ت أ مصف ا كان ذ إ

م + ن
2

مة  ي د ق أوج ة 2 × 4 ، ف ب رب أ × ب من الرت وكان حاصل الض

ن 1 تمري

المحددات 1-6
QQS1x6QQ

ف تعري

ة ، ويُرمز له وف ي مصاحب لها يُسمى محدد المصف ق ي عة أ عدد حق ة مرب وف لكل مصف

طة ب . والمحددات مرت ن وسي دلاً من الق ن ب ي ن رأسي طي ن خ ي ب ب الرمز  أو Δ ، ويُكت ب
. ة ي ة الآن طي حل المعادلات الخ ب

أ

اعدة ق

ـ  = أ د - ب ج

رعي طر الف صري الق رب عن سي − حاصل ض طر الرئي صري الق رب عن : حاصل ض أي

بأ
ـ دج

: ة ي مة كل من المحددات الآت ي د ق أوج

ال 30 مث
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 )1

 )2

 )3

 )4

الحل

Δ = 3 × 2 - 4 × 5 = 6 - 20 = -14 )1

)2

Δ = 3 × 6 - (-2)(4) = 18 + 8 = 26

ا2هـ = 1 ا2هـ - ظ Δ )3 = ق

)4

ا2هـ = 1 ا2هـ + ج ت ا2هـ( = ج ا2هـ - )-ج ت Δ = ج

34
52

32-
46

اهـ ا2هـق ظ
اهـ1 ق

اهـ ت اهـج ج
اهـ اهـ-ج ت ج

دة ي ة مف ي لث م مث ي ات وق ق طاب كّر: مت تذ

ا2هـ = 1 ت ا2هـ + ج ج

ا2هـ = 1 ا2هـ - ظ ق

ا2هـ = 1 ت ا2هـ - ظ ت ق

اهـ = 1 ت اهـ × ظ اهـ = 1 ، ظ اهـ × ق ت اهـ = 1 ، ج ت اهـ × ق ج

ا °0 = 1 ا 90° = ق ت ا 0° = ق ت ا 90° = ج ا 45° = ج ظ

مة أ ي د ق أوج ا كان  = أ س2 ف ذ إ

الحل

3س × 5س - )-س()2س( = أ س2

أ = 17 15س2 + 2س2 = أ س2 ∴ 17 س2 = أ س2 ∴ 

ال 31 مث

-س3س
5س2س
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ة الث ة الث مة المحدد من الرتب ي اً: ق ي ان ث

طار )ساروس( ة الأق ق ة الأولى: طري ق الطري

م: وار المحدد، ث ج ي ب ان ة العمودين الأول والث اب د كت عي ن

32532

34-234

05405

(+)(−)

ی� علی ��سار المحدد ا�� كرر العمود��ں� الاؤل وال�� ��

ة )−( رعي طار الف طعة للأق ق ة )+( والمت سي طار الرئي صلة للأق ة ساروس: الأسهم المت طريق

2 =  +  : حل المعادلة

الحل

: حسب كل محدد على حدة ن

 = س2 - )-2( = س2 + 2 ،  = س - 6

∴ س2 + 2 + س - 6 = 2 ∴ س2 + س - 6 = 0 ∴ )س + 3()س - 2( = 0

س = 2 س = -3 أو   ∴

ال 32 مث

-1س
س2

3س
21

-1س
س2

3س
21

اعدة ق

ة رعي طار الف رب الأق موع حواصل ض ة − مج سي طار الرئي رب الأق موع حواصل ض Δ = مج
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) ة ق رى )العوامل المراف دام المحددات الصغ خ است ك ب : الف ة ي ان ة الث ق الطري

ه ف صف ج من حذ ات ر الن ي ي المحدد الصغ ه ف ي صر ف رب كل عن ض اً )أو عموداً(، ون ار صف ت خ ن
ع: ارات المواق ش وعموده، مع مراعاة إ

مة المحدد  ي د ق أوج

الحل

: ة سي طار الرئي الأق

48 = 4 × 4 × 3

0 = 0 × )2-( × 2

75 = 5 × 3 × 5

موع = 123 المج

: ة رعي طار الف الأق

0 = 0 × 4 × 5

30- = 5 × )2-( × 3

24 = 4 × 3 × 2

موع = -6 المج

129  = Δ = 123 - (-6) ∴

ال 33 مث

325
342-
054

+-+
-+-
+-+

ك عن طريق الصف الأول. الف ق  ب مة المحدد الساب ي د ق أوج

الحل

 Δ = 3  - 2  + 5

129  = Δ = 3(16 + 10) - 2(12 - 0) + 5(15 - 0) = 78 - 24 + 75

ال 34 مث

325
342-
054

42-
54

32-
04

34
05
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الأعمدة وف ب ل الصف دي ة 1: تب اصي الخ

) اً )أي  =  وف وف أعمدة والأعمدة صف لت الصف بُدِّ ا  ذ مة المحدد إ ي ر ق ي غ ت لا ت

2- = 6 - 4 = 2- = 6 - 4 = 

ن ن أو عمودي ي ل صف دي ة 2: تب اصي الخ

. ن أو عمودين ي عا صف ل موض بُدِّ ا  ذ ( إ ه العددية مت ي ارة المحدد )دون ق ش ر إ ي غ ت ت

2- = 6 - 4 = 2 = 4 - 6 = 

مة المحدد؟ ي عدم ق ى تن ة 3: مت اصي الخ

: ة ي ي الحالات الآت كون Δ = 0 ف ت

اراً:  = 0 اصر صف )أو عمود( أصف ع عن مي ت ج ا كان ذ إ

) الث (:  = 0 )العمود الأول = العمود الث ان )أو عمودان ساوى صف ا ت ذ إ

ي = 2 × ان (:  = 0 )العمود الث ن )أو عمودين ي اصر صف ت عن اسب ن ا ت ذ إ

العمود الأول(

: رين ( آخ ن )أو عمودين ي مع أو طرح صف اً من ج ج ات ا كان صف )أو عمود( ن ذ إ

) رمز للصف : ص1 + ص2 = ص3 )ص ت  = 0 لأن

طار. ة الأق طريق سها ب ف ة ن ج ي ت وهي الن

واص المحددات خ 1-7
QQS1x7QQ

أأم

12
34

13
24

12
34

34
12

30
50

535
505
111

241
362
483

652-
321-
973-
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ي عدد رب المحدد ف ة 4: ض اصي الخ

ط أو عمود ق اصر صف واحد ف ي عن رب العدد ف ض ي ك ن ق ي ي عدد حق رب المحدد ف د ض عن
ط. ق واحد ف

رك ت راج عامل مش خ ة 5: إ اصي الخ

ارج المحدد: ه خ راج خ اصر صف )أو عمود( أمكن إ ي عن رك ك ف ت د عامل مش ج ا وُ ذ إ

 9 =  3 = 

ي لث ة 6: المحدد المث اصي الخ

رب : Δ = حاصل ض ن إ اراً ف ه( أصف حت سي )أو ت طر الرئي وق الق اصر ف ع العن مي ت ج ا كان ذ إ
. سي طر الرئي اصر الق عن

ة الث ة الث ب ي محدد من الرت اراً ف ه( أصف حت رعي )أو ت طر الف وق الق اصر ف ع العن مي ت ج ا كان ذ إ
.) رعي طر الف اصر الق رب عن : Δ = - )حاصل ض ن إ ف

ي صورة محدد. ب 2  ف اكت ت  =  ف ا كان ذ إ

الحل

ي 2: ط( ف ق رب أي صف أو أي عمود )واحد ف يمكن ض

 =  =  =  =  2

ال 35 مث

أ
53
46

أ

106أ
46

53
812

103
86

56
412

ة والمحدد وف ن المصف ي لط ب لا تخ
اً واحداً أو رب صف ض ن اصرها، أما المحدد ف ع عن مي رب ج ض ي عدد ن ة ف وف رب مصف د ض عن

:  = كن  ن إ ة ن × ن ف ب عة من الرت ت أ مرب ا كان ذ ا إ أك أعموداً واحداً. ولهذ

934
2715
1826

334
915
626

134
315
226
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: ة ي مة كل من المحددات الآت ي د ق أوج

 )1 )2 )3

الحل

طر وق الق ار ف ي )أصف لث 1( مث

:) سي الرئي

Δ = 3 × 5 × 1 = 15

: رعي طر الف وق الق ار ف 2( أصف

Δ = -(1 × 3 × 6) = -18

وية ة ملت وف 3( المصف

ة ب ل من الرت ماث الت
: ة الث الث

Δ = 0

ال 36 مث

300
350
411

001
032
641

05-4
501
4-1-0

ة ملاحظ

راً دائماً. ( يساوي صف ردية ة ف ب ة )وأي رت الث ة الث ب ل من الرت ماث وية الت ة الملت وف محدد المصف

م ع ي د ق أوج ا كان  = 0 ف ذ إ

الحل

: سي طر الرئي اصر الق رب عن ه = حاصل ض مت ي ن ق ذ ، إ ي لث المحدد مث

ع)3ع - 1()ع + 1( = 0

ع = -1 1 أو 
3

ع =  ع = 0 أو   ∴

ال 37 مث

00ع
30ع - 11

ع + 1651
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رة 
و ت
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مع المحددات ة 7: ج اصي الخ

مع موعها محدد واحد يُج ن مج إ اً واحداً، ف وف ما عدا صف ع الصف مي ي ج ساوت محددات ف ا ت ذ إ
: لك الصف ه ذ ي ف

 +  + 

 =

0 =  : ت أن ب ك المحدد، أث دون ف ب

الحل

لى العمود الأول )د1 + د3(: الث إ اصر العمود الث ة عن اف ض إ ب

ـ(   = 5)أ + ب + ج

ح العمودان الأول ـ( من د1 و 5 من د2 أصب رك )أ + ب + ج ت راج العامل المش خ عد إ ب
Δ = 0 ∴ ن ساويي ي مت ان والث

ال 38 مث

ـ أ5ب + ج
ـ + أ ب5ج
ـ5أ + ب ج

ـ أ5أ + ب + ج
ـ ب5أ + ب + ج
ـ ـ5أ + ب + ج ج

أ11
ب11
ـ11 ج

ـبأ ج
عود
نمل

ـبأ ج
0سهـ
نمل

ـبأ ج
0ص0
نمل

ـبأ ج
عو + س + صد + هـ
نمل

دلالة ن د م ب أوج ا كان ن =  ، م =  ف ذ إ

الحل

الث للمحدد ، و 5 من الصف الث ي ان رج العامل 3 من الصف الأول، و 2 من الصف الث خ ن
م:

ال 39 مث

103
235
142

309
4610
52010
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30 ن م = 3 × 2 × 5  = 
103
235
142

مة  ي د ق أوج ا كان  = 8 ف ذ إ

الحل

ي ان ن الأول والث ي ل الصف دّ ب م ن ، ث ي ان رج العامل 2 من الصف الأول و 2 من الصف الث خ ن
:) ارة ش ر الإ ي غ ت ت )ف

32-  = )8-( × 4 =  2 × 2 = 

ال 40 مث

ـبأ ج
12-3
هـود

24-6
ـ2ب2أ 2ج
هـود

24-6
ـ2ب2أ 2ج
هـود

12-3
ـبأ ج
هـود

: ا كان ذ م س ، ص ، ع إ ي د ق أوج

 =  + 

الحل

م هما، ث ي الث ف ان الأول والث ساوى الصف ب أن يت ي محدد واحد يج مع المحددان ف لكي يُج
: ي ان مع الصف الث يُج

س + 9 = 6 ∴ س = -3ع = 1ص = -3

ال 41 مث

72-1
4س1
33-6

72-1
591
6ص3

ع-72
665
33-6
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و ت
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ن )1 ، 0( و ي طت ق الن ماً يمر ب ي ق طاً مست ل خ مث ت أن المعادلة  = 0 ت ب أث

)2 ، 1-(

الحل

ك عن طريق الصف الأول: الف ب

س)2 - 0( - ص)-1 - 1( + 1)0 - 2( = 0 ∴ 2س + 2ص - 2 = 0 ∴ س + ص - 1 = 0

ماً ، ص = 1 − س ي ق طاً مست ل خ مث ن ت ذ ة الأولى، إ وهي معادلة من الدرج

ه ✓ ع علي ق طة )1 ، 0( ت ق ن الن ذ د س = 1: ص = 0 إ عن

ه ✓ ع علي ق طة )-1 ، 2( ت ق ن الن ذ د س = -1: ص = 2 إ عن

ال 42 مث

1صس
1-21
101

) رب ة هامة )محدد حاصل الض ملاحظ

 ×  =  : ن إ سها ف ف ة ن ب ن من الرت ي عت ن مرب ي ت وف ت أ ، ب مصف ا كان ذ بأأ × بإ

د  أوج ة 2 × 2 وكان  = 8 ف ب عة من الرت ة مرب وف ت س مصف ا كان ذ إ

الحل

ث ن = 2  = كن  حي

2 =  ∴ 8 =  22 = 

18  = 2 × 9 =  32 = 

ال 43 مث

3س2س

سك س

سس2س

س3س

: ي ي كل مما يأت مة س ف ي د ق أوج

17- =  ) أ(  = -1    ب

ن 2 تمري

-34س
2 - س2

6س2 + 1
75

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



36

ي ان اب الث الب

ة وايا المركب الز ◂

اوية عف الز ض ◂

θ ا ا θ ± ب ج ت دار أ ج المق ◂

ة ي لث حل المعادلات المث ◂

ة ي لث ات المث ق طاب ات المت ب ث إ ◂

ات لث حساب المث
QQC2QQ

من
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رة 
و ت
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ال
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هـ

اور المح�

ل ا�� الم��
الو��ر

اوية هـ ة للز ي لث سب المث ائم والن لث الق المث

1
اهـ ج

اهـ =  ت ل    ق اب المق
ر الوت

اهـ =  ج

1
اهـ ت ج

اهـ =      ق
اور المج
ر الوت

اهـ =  ت ج

1
اهـ ظ

اهـ =  ت ل    ظ اب المق
اور المج

اهـ =  ظ

اور2 ل2 + المج اب المق ر =  : الوت ورث اغ ث ي رية ف ظ ومن ن

ة ة الأساسي ي لث سب المث كّر: الن تذ 2-1
QQS2x1QQ
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عة اع الأرب ي الأرب ة ف ي لث سب المث ارات الن ش إ

ع م�� الح�
ع الاؤل الر��

ا ح�
ی� ا�� ع ال�� الر��

ا ط�
ال�� ع ال�� الر��

ا �� ح�
ع ع الرا�� الر��

0°

90°

180°

270°

ع ي كل رب ة ف ب سب الموج الن

ة اوي بالز السالبالموج

ع الأول( عθ )الرب مي —الج

) ي ان اθ - 180° )الث ت ا ، ق اج ا ، ظ ت ج

) الث اθ + 180° )الث ت ا ، ظ اظ ت ا ، ج ج

ع( اθ - 360° )الراب ا ، ق ت اج ا ، ظ ج

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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اصة ا الخ واي ة للز ي لث سب المث الن

ة سب °90°60°45°30°0الن

ا 0ج
1
2

1

2
3
2

1

ا ت 13ج
2

1

2
1
2

0

ا 0ظ
1

3
ر معرّف13 ي غ

ة ا المركب واي الز 2-2
QQS2x2QQ

ف تعري

) ( ، )أ - ب ل: )أ + ب ن أو طرحهما، مث ي اويت مع ز ة من ج ج ات اوية الن ة هي الز اوية المركب الز

ة ا المركب واي ن الز ي وان ق

اب اأ ج ت اب ± ج ت اأ ج ( = ج ا)أ ± ب ج

اب اأ ج اب ∓ ج ت اأ ج ت ( = ج ا)أ ± ب ت ج

اب اأ ± ظ ظ
اب اأ ظ 1 ∓ ظ

 = ) ا)أ ± ب ظ

ا °105 ا 105° ، ظ ت ا 75° ، ج : ج ة دام الآلة الحاسب خ دون است ي ب مة كل مما يأت ي د ق أوج

الحل

ا30 ا45 ج ت ا30 + ج ت ا45 ج ا)45° + 30°( = ج ا 75° = ج ج

1 + 3
2 2

 = 
1
2

 × 
1

2
 + 3

2
 × 

1

2
 =

ا45 ا60 ج ا45 - ج ت ا60 ج ت ا)60° + 45°( = ج ت ا 105° = ج ت ج

ال 1 مث
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3  - 1

2 2
 = 

1

2
 × 3

2
 - 

1

2
 × 

1
2

 =

1 + 3
3  - 1

 = 
ا45 ا60 + ظ ظ

ا45 ا60 ظ 1 - ظ
ا)°60 + °45( =  ا 105° = ظ ظ

: ة واحدة ي لث ة مث سب ي صورة ن ي ف بّر عن كل مما يأت ع

ا24 ا15 ج ت ا24 + ج ت ا15 ج 1( ج

ا20 ا50 ج ا20 + ج ت ا50 ج ت 2( ج

ا20 1 + ظ
ا20 1 - ظ

 )3

θا 3 ج
2

 + θا ت  ج
1
2

 )4

θا  + ظ
1

3

θا  ظ
1

3
 - 1

 )5

اهـ ت  ج
1

2
اهـ -   ج

1

2
 )6

الحل

ا °39 ا)15° + 24°( = ج 1( ج

ا °30 ت ا)50° - 20°( = ج ت 2( ج

)3

ا °65 ا)45° + 20°( = ظ  = ظ
ا20 ا45 + ظ ظ

ا20 ا45 ظ 1 - ظ

)4

)θ + °30(ا اθ = ج ا30 ج ت اθ + ج ت ا30 ج ج

)θ + °30(ا  = ظ
θا ا30 + ظ ظ

θا ا30 ظ 1 - ظ
 )5

)6

ا)هـ - °45( ا45 = ج اهـ ج ت ا45 - ج ت اهـ ج ج

ال 2 مث
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د: أوج ، ف اوية حادة ة و ب ز رج ف اوية من ث أ ز  حي
12
13

اب =  ت  ، ج
4
5

اأ = - ت ا كان ج ذ إ

) ا)أ + ب ( ، ظ ا)أ - ب ( ، ج ا)أ + ب ج

الحل

ٔ�

−4

3
5

ٮ�

12

5
13

ع ي الرب ( ، و ب ف مام سالب ب ت ي ب والج ب موج ي ي )الج ان ع الث ي الرب أ ف

الأول

5 = 122 - 132  : اوية ب ل للز اب 52 - 42 = 3 ، والمق اوية أ:  ل للز اب المق

3
4

اأ = -  ، ظ
4
5

اأ = - ت  ، ج
3
5

اأ =   ،ج
12
13

اب =  ت  ، ج
5

13
اب =  ج

5
12

اب =  ظ

= 
20 - 36

65
 = 

5
13

 ×  + 
12
13

 × 
3
5

اب =  اأ ج ت اب + ج ت اأ ج ( = ج ا)أ + ب ج

16
65

56
65

 = 
20
65

 + 
36
65

اب =  اأ ج ت اب - ج ت اأ ج ( = ج ا)أ - ب ج

16
63

-  = 

1
3

-

63
48

 = 

5
12

 + 
3
4

-

 - 1
اب =  اأ + ظ ظ

اب اأ ظ 1 - ظ
 = ) ا)أ + ب ظ

ال 3 مث

4
5

-

3
4

-
5
12

من
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عب
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و ت
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. اوية حادة ث أ + ب ز ( حي مة )أ + ب ي د ق أوج  ف
3

3
اب =  اأ + ظ ظ

اب اأ ظ 1 - ظ
ا كان  ذ إ

الحل

أ + ب = °60  ∴ 3  = 
3

3
 = ) ا)أ + ب ظ

ال 4 مث

اب د ظ أوج  ف
1
4

اأ =  ( = 2 ، ظ ا)أ + ب ا كان ظ ذ إ

الحل

اب  ظ
3
2

 = 
7
4

اب ∴   + ظ
1
4

اب =   ظ
1
2

 - 2 ∴ 
اب  + ظ

1
4

اب  ظ
1
4

 - 1
 = 2

7
6

اب =  ظ  ∴

ال 5 مث

اص ا)س + ص( ج ت اص - ج ت ا)س + ص( ج : ج ة واحدة ي لث ة مث سب ي صورة ن ب ف اكت

الحل

ث أ = س + ص ، ب = ص ( ، حي ا)أ - ب اب = ج اأ ج ت اب - ج ت اأ ج دار على صورة ج المق

اس ج ا)س + ص - ص( =  = ج

ال 6 مث
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حصل على: ة ن وايا المركب ن الز ي وان ي ق ع ب = أ ف وض ب

اأ ت اأ ج اأ = 2 ج اأ ج ت اأ + ج ت اأ ج ا)أ + أ( = ج ا2أ = ج ج

ا2أ ا2أ - ج ت ا)أ + أ( = ج ت ا2أ = ج ت ج

: ن ريي ن أخ ي صورت ا2أ ب ت ة ج اب ا2أ = 1 يمكن كت ت ا2أ + ج دام ج خ است وب

ا2أ ا2أ = 1 - 2ج ا2أ( - ج ا2أ = )1 - ج ت ا2أ - 1 ، ج ت ا2أ( = 2ج ت ا2أ - )1 - ج ت ا2أ = ج ت ج

ـ اج ( = ج ا)أ + ب : ج ت أن ب أث ، ف لث وايا مث ـ ز ت أ ، ب ، ج ا كان ذ إ

الحل

ـ ـ = 180° ∴ أ + ب = 180° - ج أ + ب + ج

ـ اج ـ = ج اج ـ = 0 - )-1( ج اج ا180 ج ت ـ - ج اج ت ا180 ج ـ( = ج ا)180° - ج ( = ج ا)أ + ب ج

ال 7 مث

اوية أ ة للز ي لث ة مث سب دلالة ن ا)90° + أ( ب د ج أوج

ن 1 تمري

ة اوي عف الز ض 2-3
QQS2x3QQ

ة اوي عف الز ن ض ي وان ق
اأ ت اأ ج ا2أ = 2 ج ج

اأ 2 ظ
ا2أ 1 - ظ

ا2أ =  ظ

ا2أ ا2أ - ج ت ا2أ = ج ت ج

ا2أ - 1 ت     = 2ج

ا2أ     = 1 - 2ج

θا ت ا3θ - 3ج ت ا3θ = 4ج ت ا3θ ، ج اθ - 4ج ا3θ = 3ج : ج ة ي لاث اوية الث وللز

: ي صر كلاً مما يأت ت اخ

ال 8 مث
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ا2 18 ا2 18 - ج ت 1( ج

ا2 2س - 1 ت 2( 2 ج

ا2 10 1 - ظ
ا10 2 ظ

 )3

اس ت اس ج 4( ج

اس ت اس ج 5( 10 ج

س

2
ا ت  ج

س

2
ا 6( 2 ج

الحل

ا °36 ت ا 2)18°( = ج ت 1( ج

ا 4س ت ا 2)2س( = ج ت 2( ج

ا °20 ت  = ظ
1

ا 20 ظ
 )3

ا 2س  ج
1
2

 )4

ا 2س 5( 5 ج

اس 6( ج

2θا ( ج ا2θ    ب ـ: أ( ظ دلالة ج د ب أوج ، ف اوية حادة ث θ ز ـ حي اθ = ج ت ا كان ج ذ إ

الحل

ـ2 1 - ج
ـ ج

 = θا ـ2 ، ظ 1 - ج  = θا ج

ـ2 1 - ج
ـ2 ج

 = 2θا أ( ظ

ـ2 1 - ج ـ  اθ = 2 ج ت اθ ج ا2θ = 2 ج ( ج ب

ال 9 مث

: دلالة ق ، ط كلاً من د ب أوج اص = ط ، ف اس ج ت اص = ق ، ج ت اس ج ا علمت أن ج ذ إ

ال 10 مث
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ا2ص ا2س ج ـ( ج     ج
اس ظ

اص ظ
 ) ا)س - ص(    ب ا)س + ص( ج أ( ج

الحل

اص( = )ق + ط()ق - ط( = اس ج ت اص - ج ت اس ج اص()ج اس ج ت اص + ج ت اس ج أ( )ج
2 - ط2 ق

ق

ط
 = 

اص ت اس ج ج
اص اس ج ت ج

 = 
اص ت ج
اص ج

 × 
اس ج
اس ت ج

 = 
اس ظ
اص ظ

 ) ب

ـ( ج
اص( = اس ج ت اص()ج ت اس ج اص( = 4 )ج ت اص ج اس()2 ج ت اس ج ا2ص = )2 ج ا2س ج ج

4 ق ط

م دلالة س ، ث د ص ب أوج ، ف اوية حادة ث θ ز ا2θ = ص حي ت 1 ، ج
س

 = θا ت ا كان ظ ذ إ

2θا د ق أوج

الحل

س2 + 1 ر =  اور = 1 ، الوت ل = س ، المج اب ن المق ذ  ، إ
س

1
اθ = س =  ظ

1

س2 + 1
 = θا ت  ، ج

س

س2 + 1
 = θا ج

1 - س2
1 + س2

 = 
س2

س2 + 1
 - 

1
س2 + 1

 = 2θا ا2θ - ج ت ص = ج

1 + س2
1 - س2

 = 
1

2θا ت ج
 = 2θا ق

ال 11 مث
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:)θ - 60°(ا ت دار 2 ج ك المق ف د: لن تمهي

ا60[ اθ ج ا60 + ج ت اθ ج ت ا)θ - 60°( = 2 ]ج ت 2 ج

θا 3 ج  + θا ت = 2  = ج

. ة واحدة ي لث ة مث سب اθ على صورة ن 3 ج  + θا ت دار ج ة المق اب ح: يمكن كت ن العكس صحي ذ إ

θ

ص

90° 180° 270° 360°

1

-1

0

می عط�

رى صع�

د 180° رى عن د °0 وصغ مى عن ا: عظ ت ج

θ ا ا θ ± ب ج ت دار أ ج المق 2-4
QQS2x4QQ

θا 3 ج
2

 + θا ت  ج
1
2

اعدة ق

)θ - α(ا ت اθ = ر ج اθ + ب ج ت أ ج

)θ + α(ا ت اθ = ر ج اθ - ب ج ت أ ج

)θ ± α(ا اθ = ر ج ت اθ ± ب ج أ ج

) 2 )سعة الدالة أ2 + ب : ر =  ث حي

ب
أ

 = αا و: ظ

دار = +ر مى للمق مة العظ ي الق

دار = -ر رى للمق مة الصغ ي الق

من
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θ

ص

90° 180° 270° 360°

1

-1

0

می عط�

رى صع�

د 180° رى عن د °0 وصغ مى عن ا: عظ ت ج

مى ن العظ ي مت ي د الق م أوج ا)θ - α( ، ث ت ي صورة ر ج اθ ف اθ + ج ت 3 ج دار  ع المق ض

θ < 360° ≤ 0° ث رة لهما حي اظ م θ المن ي دار وق رى للمق والصغ

الحل

   2 = 4  = 12 + 2) 3 ( 3 ، ب = 1    ر =  أ = 

α = 
1

3
 ∴ α = 30°ا ظ

)θ - 30°(ا ت اθ = 2 ج اθ + ج ت 3 ج  ∴

دما: مى = 2 عن مة العظ ي الق

θ = 30°  ∴ θ - 30° = 0°

دما: رى = −2 عن مة الصغ ي الق

θ = 210°  ∴ θ - 30° = 180°

ال 12 مث

ث رة حي اظ م θ المن ي كر ق ، مع ذ ي رى لكل مما يأت مى والصغ ن العظ ي مت ي د الق أوج

:θ < 360° ≤ 0°

θا ت ا)θ + 60°( + ج ت ـ( ج اθ(2    ج اθ + 3 ج ت ( )ج اθ    ب ت اθ + 4 ج أ( 3 ج

الحل

α = 
4
3

 ∴ α ≈ 53.13°ا 32 + 42 = 5 ، ظ أ( ر = 

)θ + 53.13°(ا اθ = 5 ج ت اθ + 4 ج 3 ج

ال 13 مث
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θ + 53.13 = 90 دما مى = 5 عن العظ

θ = 36.87° ∴

θ + 53.13 = 270 دما رى = −5 عن الصغ

θ = 216.87° ∴

α = 3 ∴ α ≈ 71.57°ا 10 ، ظ  = 32 + 12 ( ر =  ب

)θ - 71.57°(2ا ت اθ(10 = 2 = 2 ج اθ + 3 ج ت )ج

ا)θ - 71.57( = ± 1 أي θ = 71.57° أو ت دما ج مى = 10 عن العظ  : ن إ ع ف دار مرب لأن المق

251.57°

ا)θ - 71.57( = 0 أي θ = 161.57° أو 341.57° ت دما ج رى = 0 عن الصغ و 

θا 3 ج
2

 - θا ت  ج
3
2

 = θا ت ا60 + ج اθ ج ا60 - ج ت اθ ج ت ـ( ج ج

α = 
2/ 3
3/2

 = 
1

3
 ∴ α = 30°ا 3 ، ظ  = 2  + 2 ر = 

)θ + 30°(ا ت 3 ج دار =  ∴ المق

θ + 30 = 360 دما 3 عن مى =  العظ

θ = 330° ∴

θ + 30 = 180 دما 3 عن رى = - الصغ

θ = 150° ∴

)θ - 71.57°(ا ت 10 ج

3
2

3
2

ة ي لث حل المعادلات المث 2-5
QQS2x5QQ

طوات عامة خ

ساوي عدداً.1.  ة واحدة ت ي لث ة مث سب لى ن صر المعادلة إ ت خ ن

 .2.SHIFT دام خ است ة ب الآلة الحاسب ( ب ة )الحادة اوية الأساسي د الز وج ن

 .3. ة رة المطلوب ت ل الف ع الحلول داخ مي ب ج كت ، ون ة سب ارة الن ش ق إ حق ي ت اع الت حدد الأرب منن
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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θ < 360° < 0° ث اθ = 1 حي اθ + 4 ج ت حل المعادلة 3 ج

الحل

α = 
4
3

 ∴ α ≈ 53.13°ا 32 + 42 = 5 ، ظ ر = 

0.2 = 
1
5

 = )θ - 53.13°(ا ت ا)θ - 53.13°( = 1 ∴ ج ت 5 ج

ع: ن الأول والراب عي ي الرب ب ف ا موج ت ا-1)0.2( ≈ 78.46° ، والج ت : ج ة اوية الأساسي الز

θ - 53.13 = 78.46

θ ≈ 131.59°  ∴

θ - 53.13 = 360 - 78.46 = 281.54

θ ≈ 334.67°  ∴

ال 14 مث

ث °0 ≥ س > °360: ن حي ي ت ي ن الآت ي حل المعادلت

ا2س اس = ج  ج
1
2

 ) اس = 1    ب ت اس ج أ( 6 ج

الحل

1
3

ا2س =  ا2س = 1 ∴ ج اس = 1 ∴ 3 ج ت اس ج أ( 3 × 2 ج

ما أن . وب ي ان ن الأول والث عي ي الرب ب ف ا موج ة ≈ °19.47 ، والج اوية الأساسي الز
ن 0 ≥ 2س > 720 : إ 0 ≥ س > 360 ف

2س = 19.47 ، 160.53 ، 379.47 ، 520.53

س ≈ °9.74 ، °80.26 ، °189.74 ، °260.26  ∴

اس  = 0 اس = 0 ∴ ج ت اس ج اس - 2 ج  ج
1
2

 ) ب

ال 15 مث

اس ت  - 2 ج
1
2

من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
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اس = 0 ما ج إ

∴ س = 0° أو 180°

1
4

اس =  ت أو ج

∴ س ≈ 75.52° أو 360 - 75.52 = 284.48°

ث °0 ≥ س > °360 اس حي ا2س = 3 ظ حل المعادلة ظ

الحل

ا3س اس - 3 ظ اس = 3 ظ اس ∴ 2 ظ  = 3 ظ
اس 2 ظ
ا2س 1 - ظ

ا2س - 1( = 0 اس )3 ظ اس = 0 ∴ ظ ا3س - ظ ∴ 3 ظ

اس = 0 ظ

∴ س = °0 ، °180

1

3
اس = ±   ∴ ظ

1
3

ا2س =  ظ

∴ س = °30 ، °150 ، °210 ، °330

ال 16 مث

ث °0 ≥ س > °360 ا)2س + 15°( = 0.8 حي حل المعادلة ج

الحل

: ي ان ن الأول والث عي ي الرب ب ف ا موج ا-1)0.8( ≈ 53.13° ، والج : ج ة اوية الأساسي الز

2س + 15 = 53.13 أو 413.13

∴ س ≈ 19.07° أو 199.07°

2س + 15 = 126.87 أو 486.87

∴ س ≈ 55.94° أو 235.94°

ال 17 مث

ة ي لث ات المث ق طاب ات المت ب ث إ 2-6
QQS2x6QQ

ات ب ث ة الإ ق طري
ر. لى الطرف الآخ صل إ ى ن ن حت ي وان دم الق خ ست داً، ون ي عق ر ت الطرف الأكث دأ ب ب ن

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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: ة ي ات الآت ق طاب ت صحة كل من المت ب أث

اأ ا)90° + أ( = -ج ت 1( ج

2θا  = ظ
2θا ت 1 - ج
2θا ت 1 + ج

 )2

اس ت  = 2 ج
ا2س ت ا2س + ج 1 + ج

اس ت اس + ج ج
 )3

الحل

اأ ✓ اأ = -ج اأ - 1 × ج ت اأ = 0 × ج ا90 ج اأ - ج ت ا90 ج ت 1( ج

✓ 2θا  = ظ
2θا 2 ج
2θا ت 2 ج

 = 
)2θا 1 - )1 - 2ج

)2θ - 1ا ت 1 + )2ج
2( الطرف الأيمن = 

3( الطرف الأيمن

اس ✓ ت  = 2 ج
اس( ت اس + ج اس )ج ت 2 ج

اس ت اس + ج ج
 = 

ا2س - 1 ت اس + 2 ج ت اس ج 1 + 2 ج
اس ت اس + ج ج

 =

ال 18 مث

ـ اج اب ظ اأ ظ ـ = ظ اج اب - ظ اأ - ظ : ظ ت أن ب أث ـ ف ا كان أ = ب + ج ذ إ

الحل

ـ اج اب + ظ ظ
ـ اج اب ظ 1 - ظ

ـ( =  ا)ب + ج اأ = ظ ظ

ـ ✓ اج اب ظ اأ ظ ـ = ظ اج اب - ظ اأ - ظ ـ ∴ ظ اج اب + ظ ـ = ظ اج اب ظ اأ ظ اأ - ظ ظ

ال 19 مث

من
رح
د ال
عب
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ا2أ 1 - ظ
ا2أ 1 + ظ

ا2أ =  ت اθ    2( ج ت ا2θ = ظ ت ا2θ + ق ت : 1( ظ ت أن ب أث

الحل

1( الطرف الأيمن

✓ θا ت  = ظ
θا ت ج
θا ج

 = 
2θا ت 2 ج

θا ت اθ ج 2 ج
 = 

2θا ت 1 + ج
2θا ج

 = 
1

2θا ج
 + 

2θا ت ج
2θا ج

 =

ا2أ ✓ ت  = ج
ا2أ ت ج

1
 = 

ا2أ ا2أ - ج ت ج
ا2أ ا2أ + ج ت ج

 = 

ا2أ ج
ا2أ ت ج

 - 1

ا2أ ج
ا2أ ت ج

 + 1
2( الطرف الأيسر = 

ال 20 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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الث اب الث الب

ة ي ان ة الث ق ت ل والمش اض ف واعد الت ق ◂

ن ي سمة دالت ارج ق رب وخ ة حاصل ض ق ت مش ◂

ي من ل الض اض ف الت ◂

ا المماس والعمودي ى ومعادلت حن ل المن مي ◂

ل اض ف الت
QQC3QQ
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ل اض ف واعد الت ة وق ق ت هوم المش مف 3-1
QQS3x1QQ

ف تعري

ة ق ت تُسمى: المش  
دص

دس
ن  إ ، ف اق ق ت لة للاش اب صلة وق ت ص = د)س( دالة مت ا كان ذ إ

اً لى س. ويُرمز لها أيض ة إ سب الن ر ص ب ي غ ل الأول ، أو معدل ت اض ف الأولى ، أو معامل الت
)س( الرمز صَ أو دَ ب

ة ل الأساسي اض ف واعد الت ق

 = ن أ سن - 1
دص

دس
1( ص = أ سن ∴ 

0 = 
دص

دس
 ∴ ) ت اب 2( ص = أ )عدد ث

)س( دَ
د)س(  2

 = 
دص

دس
د)س( ∴  3( ص = 

)س(  = ن )د)س((ن - 1 × دَ
دص

دس
4( ص = )د)س((ن ∴ 

وس. ل الق داخ ل ما ب اض ي تف رب دائماً ف ض اعدة 4 ن ي الق ف

: ي  لكل مما يأت
دص

دس
د  أوج

س2 + 1    3( ص = )2س - 3(5 1( ص = 5س4 - 3س2 + 7    2( ص = 

الحل

 = 20 س3 - 6 س
دص

دس
 )1

س

س2 + 1
 = 

2س

س2 + 1  2
 = 

دص

دس
 )2

ال 1 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ة ي ان ة الث ق ت المش

 = 5 )2س - 3(4 × 2 = 10 )2س - 3(4
دص

دس
 )3

ف تعري

د2ص أو صً
دس2

الرمز  ة الأولى، ويُرمز لها ب ق ت ل المش اض ف ة هي ت ي ان ة الث ق ت المش

د صَ ، صً أوج ت ص = 2س3 ف ا كان ذ إ

الحل

صَ = 6 س2    صً = 12 س

ال 2 مث

ن ي رب دالت ة حاصل ض ق ت مش 3-2
QQS3x2QQ

اعدة ق

ل الأولى اض ف ة × ت ي ان ة + الث ي ان ل الث اض ف ن = الأولى × ت ي رب دالت ل حاصل ض اض ف ت

)ع × ل( = ع × لَ + ل × عَ
د

دس

دص

دس
د  أوج ت ص = س3 )س + 1( ف ا كان ذ إ

الحل

س2 )4س + 3(  = س3 × 1 + )س + 1( × 3س2 = 4س3 + 3س2 = 
دص

دس

ال 3 مث

من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
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ث ص = س3 )س + 1(4  حي
دص

دس
د  أوج

الحل

 = س3 × 4)س + 1(3 + )س + 1(4 × 3س2
دص

دس

ركاً: = س2 )س + 1(3 ]4س + 3)س + 1([ = ت ذ س2 )س + 1(3 عاملاً مش أخ ب
س2 )س + 1(3 )7س + 3(

ال 4 مث

س )3س2 + 1(2 ث ص =   حي
دص

دس
د  أوج

الحل

1

س 2
س × 2)3س2 + 1()6س( + )3س2 + 1(2 ×   = 

دص

دس

= 
24س2 + 3س2 + 1

س 2
= )3س2 + 1(  = )3س2 + 1( × 

)3س2 + 1()27س2 + 1(
س  2

ال 5 مث

3س2 + 1

س  2
س +  12 س 

ن ي سمة دالت ارج ق ة خ ق ت مش 3-3
QQS3x3QQ

اعدة ق

ام ل المق اض ف سط × ت سط - الب ل الب اض ف ام × ت المق
ام(2 )المق

 =  
د

دس

سط الب
ام المق

من
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سن 
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د صَ أوج  ف
س + 1
2س - 1

ت ص =  ا كان ذ إ

الحل

3-
)2س - 1(2

 = 
2س - 1 - 2س - 2

)2س - 1(2
 = 

)2س - 1()1( - )س + 1()2(
)2س - 1(2

صَ = 

ال 6 مث

د صَ أوج س ف

2س + 1
ت ص =  ا كان ذ إ

الحل

س × 2  - 
1

س 2
)2س + 1( × 

)2س + 1(2
صَ = 

= 
2س + 1 - 4س

س )2س + 1(2 2
: صَ =  س ي 2 ام ف سط والمق رب الب ض ب

1 - 2س
س )2س + 1(2 2

ال 7 مث

ي من ل الض اض ف الت 3-4
QQS3x4QQ

ة ي من الدالة الض
ل ن س و ص مث ي لط حدودها ب ت خ ل ت ، ب ي طرف ولاً ف ها ص معز ي ي لا يكون ف هي الدالة الت

رب لى س ، مع ض ة إ سب الن ن ب ي ل الطرف اض ف اد صَ ن يج س2 + س ص + ص2 = 4. ولإ

ي صَ وي على ص ف ل أي حد يحت اض ف ت

: ي ي كل مما يأت  ف
دص

دس
د  أوج

ال 8 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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1( س2 - ص2 = 2

2( س2 ص - 2 = 0

3( س2 + ص2 + 2 س ص - 1 = 0

ص = 1 س -   )4

1 = 
1
ص

 - 
1
س

 )5

الحل

س

ص
صَ =  1( 2س - 2ص × صَ = 0 ∴ 

-2ص
س

صَ =   ∴ 
-2 س ص

س2
2( س2 × صَ + ص × 2س = 0 ∴ صَ = 

3( 2س + 2ص صَ + 2س صَ + 2ص = 0 ∴ صَ )2ص + 2س( = -2)س + ص( ∴

صَ = -1

ص

س
ص = 

س
صَ =   صَ = 0 ∴ 

1

ص 2
 - 

1

س 2
 )4

ص2
س2

صَ =   صَ = 0 ∴ 
1

ص2
 + 

1
س2

- )5

دها ي يكون عن ط الت ق د الن د صً عن أوج ا كان س2 - ص2 + 10س - 5ص + 19 = 0 ف ذ إ

صَ = 0

الحل

2س + 10
2ص + 5

ل: 2س - 2ص صَ + 10 - 5صَ = 0 ∴ صَ =  اض ف الت ب

: ة ي المعادلة الأصلي عويض ف الت صَ = 0 ∴ 2س + 10 = 0 ∴ س = -5 ، وب

25 - ص2 - 50 - 5ص + 19 = 0 ∴ ص2 + 5ص + 6 = 0

∴ )ص + 2()ص + 3( = 0 ∴ ص = -2 أو ص = -3

ال 9 مث
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د  ، وعن
) )2ص + 5()2( - )2س + 10()2صَ

)2ص + 5(2
(: صً =  سمة اعدة الق ل صَ )ق اض ف ت ب

2
2ص + 5

صَ = 0 : صً = 

صً = 2 طة )-5 ، -2(:  ق د الن صً = -2عن طة )-5 ، -3(:  ق د الن عن

د2س
دص2

 × 
د2ص
دس2

د  أوج ث س ≠ 0 ، ف ا كان س ص = 1 حي ذ إ

الحل

 = س-1
1
س

ص = 

 = -س-2
دص

دس

2
س3

 = 2 س-3 = 
د2ص
دس2

 = ص-1
1
ص

س = 

 = -ص-2
دس

دص

2
ص3

 = 
د2س
دص2

4  = 
4
1

 = 
4

)س ص(3
 = 

2
ص3

 × 
2

س3
رب =  ∴ حاصل الض

ال 10 مث

ن ص

م
 = 

دص

دس
: )1 + س(  ت أن ب أث ت صم = )1 + س(ن ف ا كان ذ إ

الحل

: م صم - 1 × صَ = ن )1 + س(ن - 1 ي من ل الض اض ف الت ب

ي )1 + س(: م صم - 1 )1 + س( صَ = ن )1 + س(ن = ن صم ن ف ي رب الطرف ض ب

ن ص ✓
م

سمة على م صم - 1: )1 + س( صَ =  الق ب

ال 11 مث

من
رح
د ال
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ال
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)1-( د دَ أوج ت د)س( = )س2 - 3س + 1(2 ف ا كان ذ إ

الحل

)س( = 2 )س2 - 3س + 1()2س - 3( دَ

50-  = )5-( × 5 × 2 = )3 - 2-()1 + 3 + 1( 2 = )1-( دَ

ال 12 مث

مة ك؟ ي ما ق  ف
ك

س3
 =  

د2
دس2

ا كان  ذ إ

الحل

2
س3

ة = 2 س-3 =  ي ان ة الث ق ت ة الأولى = -س-2 ، المش ق ت  = 1 + س-1 ∴ المش
س + 1
س

ك = 2  ∴

ال 13 مث

س + 1
س

دص

دس
د  أوج ا كان ص = س3 +  )6س2 + 4( دس ف ذ إ

الحل

سها: ف د الدالة ن كامل يعي ل الت اض ف ن ت ذ ، إ ان ت ان عكسي ت كامل عملي ل والت اض ف الت

9 س2 + 4  = 3س2 + 6س2 + 4 = 
دص

دس

ال 14 مث

من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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س

ص

0

(س1 ، ص1)

المماس

العمودى�

ی ح�� الم��

طة )س1 ، ص1( ق د الن المماس والعمودي عن

مة ك؟ ي ما ق  ])س2 - 9()س2 + 9([ = ك س3 ف
د

دس
ا كان  ذ إ

الحل

(: )س2 - 9()س2 + 9( = س4 - 81 ن عي ن مرب ي رق ب رب )ف الض ب

ك = 4 )س4 - 81( = 4 س3 ∴ 
د

دس

ال 15 مث

ا المماس والعمودي ى ومعادلت حن ل المن مي 3-5
QQS3x5QQ

اعدة ق

دص

دس
طة =  ق لك الن د ت ل المماس عن طة = مي ق د ن ى عن حن ل المن مي

معادلة المماس: ص - ص1 = م )س - س1(

)س - س1(
1
م

ه: ص - ص1 = -  ، ومعادلت
1
م

ل العمودي = - مي

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ات ملاحظ

ات ن ي محور السي المماس يواز

∴ م = 0

ي محور الصادات ∴ المماس يواز

ر معرّف ي ل غ المي

ساوية ية مت واز مات المت ي ق المست

ل: م1 = م2 المي

: عامدان مان المت ي ق المست
م1 × م2 = -1

ن ي طت ق ن م المار ب ي ق ل المست مي

رق الصادات ف
ات ن رق السي ف

 =

ـ يكون م ي المعادلة ص = م س + ج ف
ل. )معامل س( هو المي

ات ن اطع مع محور السي ق طة الت ق د ن عن
ص = 0 ، ومع محور الصادات س = 0

ي معادلة مة س ف ي ق ض ب عوّ اد ص ن يج لإ
. ة ى الأصلي حن المن

ي طة الت ق د الن ى ص = 4س2 + 2س - 1 عن حن ي المماس والعمودي للمن د معادلت أوج

1
2

ي س =  ن ها السي ي حداث إ

الحل

. ل ← المعادلة ل ← المي اض ف طة ← الت ق طوات العمل: الن خ

)1 ، 
1
2

طة ) ق ن الن ذ 2 + 2  - 1 = 1 إ : ص = 4  طة ق الن

ل: صَ = 8س + 2 ∴ م = 8  + 2 = 6 المي

ص = 6س - 2 معادلة المماس: ص - 1 = 6  ∴ 

ي 12: رب ف الض   ، وب
1
6

: ص - 1 = - معادلة العمودي

2س + 12ص - 13 = 0 12ص - 12 = -2س + 1 ∴ 

ال 16 مث

1
2

1
2

1
2

1
2

س - 

1
2

س - 
من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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. طة ق ه الن ي هذ ي حداث د إ ه، أوج طة علي ق د ن له -1 عن ى ص = س2 - 3س + 3 مي حن المن

الحل

: ص = 1 - 3 + 3 = 1 ة ي المعادلة الأصلي عويض ف الت صَ = 2س - 3 = -1 ∴ س = 1 ، وب

)1 ، 1( طة  ق ∴ الن

ال 17 مث

ياً دها المماس مواز ي يكون عن ط الت ق ات الن ي حداث د إ أوج  ف
1
س

ا كان ص = 4س +  ذ إ

. ات ن لمحور السي

الحل

ات ∴ م = 0 ن ي محور السي المماس يواز

1
2

 ∴ س = ± 
1
4

 = 0 ∴ س2 = 
1

س2
صَ = 4 - 

 ∴ ص = 2 + 2 = 4
1
2

س = 

)4 ، 
1
2

( طة  ق الن

 ∴ ص = -2 - 2 = -4
1
2

س = -

)4- ، 
1
2

-( طة  ق الن

ال 18 مث

من
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د ال
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طة ق ق ى ص = س2 - 6س + 7 ، والن حن عان على المن ق )7 ، 14( ت ان أ)1 ، 2( ، ب طت ق الن

ي ي حداث د: أ( إ . أوج م أب ي ق ياً للمست دها مواز ث يكون المماس عن حي ى ب حن ع على المن ق ت

ا ها هذ ي طع ف ي يق طة ط الت ق ي الن ي حداث ـ( إ . ج د ق ( معادلة العمودي عن . ب طة ق ق الن

رى. ى مرة أخ حن العمودي المن

الحل

س

ص

1 2 3 4 5 6 7

2

4

6

8

10

12

14

0

ٔ�

ٮ�

ٯ�

ط

المماس

العمودى�

ى حن طع المن د ق يق ر أب ، والعمودي عن ي الوت د ق يواز المماس عن

ي ط رى ف مرة أخ

 = 2 ، و صَ = 2س - 6
2 - 14
1 - 7

ل أب =  أ( مي

)1- ، 4( ق 2س - 6 = 2 ∴ س = 4 ∴ ص = 16 - 24 + 7 = -1 ∴ 

1 س + 1
2

ص = - )س - 4( ∴ 
1
2

: ص + 1 = - 1
2

ل العمودي = - ( مي ب

 س + 1
1
2

ن معاً: س2 - 6س + 7 = - ي حل المعادلت ـ( ب ج

ال مهم ال 19 — مث مث
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 )لأن س = 4 هي
3
2

∴ 2س2 - 11س + 12 = 0 ∴ )2س - 3()س - 4( = 0 ∴ س = 

) طة ق ق الن

) 1
4

 ، 3
2

ط)  ∴ 
1
4

 = 1 + 
3
2

 × 
1
2

ص = -

طة ق الن ى يمر ب حن ه هو 6س ، وكان المن طة علي ق د أي ن ى عن حن ل المماس لمن ا كان مي ذ إ

ى. حن د معادلة المن أوج )1 ، 4( ، ف

الحل

: ص =  6س   دس = 3س2 + ث ن ي كامل الطرف ت  = 6س ، وب
دص

دس

طة )1 ، 4(: 4 = 3 + ث ∴ ث = 1 ق الن ض ب عوّ ت ن اب اد الث يج لإ

ص = 3س2 + 1 ى:  حن ∴ معادلة المن

ال 20 مث

2 د  أوج ا كان )ص + 1(3 = )س - 2(2 ف ذ إ

الحل
2
: ص + 1 = )س - 2(3 ن ي ي للطرف ب كعي ر الت ذ ذ الج أخ ب

1
3

-
 صَ = )س - 2(

3
2

 ∴ 
1
3

-
)س - 2(

2
3

صَ = 

1
)س - 2(2

 = 
2
3

-
2 = )س - 2(  ∴

ال 21 مث

 صَ
3
2

 صَ
3
23
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د ط. أوج ق لاث ن ي ث ات ف ن طع محور السي ى ص = س)س - 1()س - 2( يق حن المن

د د معادلة المماس عن م أوج ، ث ساوٍ ها مت ن من ي طت ق د ن ل عن ت أن المي ب ها، وأث ات ي حداث إ

ي س = 0 طة الت ق الن

الحل

س

ص

1 2

1

-1

0

م = 2 م = 2

م = −1

ل = 2( يان )المي واز د س = 0 و س = 2 مت المماسان عن

ات ص = 0: ن اطع مع محور السي ق د الت عن

س)س - 1()س - 2( = 0

ط: )0 ، 0( ، )1 ، 0( ، )2 ، 0( ق ∴ الن

ص = س3 - 3س2 + 2س ∴ صَ = 3س2 - 6س + 2

د س = 0: م = 2 عن

د س = 1: م = 3 - 6 + 2 = -1 عن

د س = 2: م = 12 - 12 + 2 = 2 عن

ن )0 ، 0( و )2 ، 0( ✓ ي طت ق د الن ساوٍ عن ل مت ن المي ذ إ

ص = 2س د )0 ، 0(: ص - 0 = 2)س - 0( ∴  معادلة المماس عن

ال مهم ال 22 — مث مث

من
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عب

سن 
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 مع
س

س - 4
ى د)س( =  حن عها المماس للمن ي يصن ة الت ب اوية الموج اس الز ي د ق أوج

طة )2 ، -1( ق د الن ات عن ن ب لمحور السي اه الموج ج الات

الحل

1- = 
4-
4

د س = 2: م =   ، وعن
4-

)س - 4(2
 = 

)س - 4()1( - س)1(
)س - 4(2

)س( =  دَ

135°  = θ = 180° - 45° : ي ان ع الث ي الرب اوية ف اθ = -1 ، والز ظ

ال 23 مث
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د ال
عب
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رة 
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ع اب الراب الب

طة ب ة المرت ي من المعدلات الز ◂

رى( مى والصغ م العظ ي ة )الق ط الحرج ق الن ◂

عر ق لاب والت ق ط الان ق ن ◂

لة السرعة والعج ◂

ل اض ف ات الت ق ي تطب
QQC4QQ
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سن 
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رة 
و ت
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ر، معدل آخ داد مساحة سطحه ب ز معدل ما، وت داد ب طره يز صف ق ن ن إ الون كروي ف خ ب ف د ن عن
ها: عض ب طة ب ب ه المعدلات مرت مه، وهذ لك حج وكذ

ق دن
دن

طر:  صف الق ر ن ي غ معدل ت
دم

دن
 : ر المساحة ي غ معدل ت

دح

دن
م:  ر الحج ي غ معدل ت

ر ي غ معدل الت 4-1
QQS4x1QQ

ف تعري

من ن مرور الز ات ب ر الكمي ي غ ت دما ت  . وعن
دص

دس
لى س هو  ة إ سب الن ر ص ب ي غ معدل ت

. ة ي من حدث عن المعدلات الز ت ن

اعدة السلسلة ق

ق دن
دن

 × 
دح

ق دن
 = 

دح

دن

ب )+(. رها موج ي غ ن معدل ت إ د ف اي ز ة تت ت الكمي ا كان ذ إ

رها سالب )−(. ي غ ن معدل ت إ ص ف اق ن ة تت ت الكمي ا كان ذ إ

دة ي ة مف دسي ن هن ي وان ق

3 ، مساحة ق  π ن
4
3

: ح =  م الكرة حج

2 ق سطحها: م = 4π ن
2 ق : م = π ن مساحة الدائرة

: ح = ل3 م المكعب حج

2 ع ق  π ن
1
3

روط: ح =  م المخ حج

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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) مه ب ر: أ( حج ي غ د معدل ت . أوج معدل 1 سم/ث الون كروي ب طر ب صف ق داد طول ن يز

ق = 5 سم دما يكون ن مساحة سطحه، عن

الحل

2 ق  = 4π ن
دح

ق دن
 ∴ 3 ق  π ن

4
3

أ( ح = 

100π سم³/ث  = 4π (5)2 × 1 = ق دن
دن

 × 
دح

ق دن
 = 

دح

دن

ق  = 8π ن
دم

ق دن
 ∴ 2 ق ( م = 4π ن ب

40π سم²/ث  = 8π (5) × 1 = 
دم

دن

ال 1 مث

دما يكون طول مه عن يادة حج د معدل ز . أوج معدل 2 سم/ث لع مكعب ب داد طول ض يز

لعه 8 سم. ض

الحل

384 سم³/ث  = 3ل2 × 2 = 3)8(2 × 2 = 
دل

دن
 × 

دح

دل
 = 

دح

دن
ح = ل3 ∴ 

ال 2 مث
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عب
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و ت
دك
ال



ل اض ف ات الت ق ي طب ع: ت اب الراب الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

71

ر ي غ د معدل ت . أوج سرعة 1 م/ث اعه 3 م ب ف ارة ارت ن رب من عمود إ ت ل طوله 1.8 م يق رج

له. طول ظ

الحل

3 م

1.8 م

ل)س ص (الط�

1 م/ٮ�

له ل عن العمود ، ص طول ظ بُعد الرج س 

1.8
ص

 = 
3

س + ص
 : ن ي لث ه المث اب ش من ت

 س
3
2

3ص = 1.8س + 1.8ص ∴ 1.2ص = 1.8س ∴ ص = 

 = -1 م/ث
دس

دن
ص:  اق ن ت ن س ت إ رب من العمود ف ت ق ل ي ما أن الرج ب

 م/ث
3
2

-  = )1-( × 
3
2

 = 
دس

دن
 × 

3
2

 = 
دص

دن

. معدل 1.5 م/ث ص ب اق ن ل يت أي أن طول الظ

ال 3 مث

ة ملاحظ

اً. ه يكون سالب رب من ت دما يق اً، وعن ب دس موج

دن
اح يكون  ص عن المصب خ عد الش ت دما يب عن

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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. احسب معدل  سم/ث
1
2

معدل  طريهما ب ي ق صف ايد طولا ن ز ، يت ا المركز حدت ان مت دائرت

طرين 4 سم و 12 سم. ي الق صف ة يكون طولا ن ن لحظ ي ن الدائرت ي ر المساحة ب ي غ ت

الحل

ق دن
دن

ق ×   = 2π ن
دم

دن
 ∴ 2 ق : م = π ن لكل دائرة

2π(12) × 
1
2

 = 12π :رى  × 2π(4)الدائرة الكب
1
2

 = 4π :رى الدائرة الصغ

8π سم²/ث  = 12π - 4π = ن ي ن الدائرت ي ر المساحة ب ي غ معدل ت

ال 4 مث

معدل 0.5 سم/ث ايد العرض ب ز ا ت ذ إ ه، ف ال عرض عة أمث ل طوله يساوي دائماً أرب طي مست

دما يكون العرض 10 سم. يادة المساحة عن د معدل ز أوج ف

الحل

 = 8ض
دم

دض
 ∴ 2 الطول = 4ض ، المساحة م = 4ض × ض = 4ض

40 سم²/ث دض = 8)10()0.5( = 

دن
 = 8ض × 

دم

دن

ال 5 مث

روط دائري كل مخ ن كومة على ش كوّ معدل 4 سم³/ث ف ة ب ي ق بّ رمل على أرض أف  صُ

ر ي غ ه. احسب معدل ت اعدت طر ق صف ق اع طول ن ة أرب لاث اعه يساوي دائماً ث ف ائم ارت ق

دما يكون طوله 4 سم. طر عن صف الق ن

الحل

2 ق  π ن
3
4

 = 
دح

ق دن
 ∴ 3 ق  π ن

1
4

ق =   ن
3
4

 × 2 ق  π ن
1
3

ق ∴ ح =   ن
3
4

ع = 

ال 6 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
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ق دن
دن

 π (4)2 × ق دن
دن

 = 12π 
3
4

ق ∴ 4 =  دن
دن

 × 
دح

ق دن
 = 

دح

دن

1 سم/ث
3π

 = 
4

12π
ق =  دن

دن
 ∴

/  وحدة
1
2

معدل  ي ب ن ها السي ي حداث ر إ ي غ ا ت ذ إ  ، ف
ى ص = س3 حن طة على المن ق حرك ن ت ت

د س = 1؟ ها الصادي عن ي حداث ر إ ي غ ما معدل ت ث ، ف

الحل

/ث 3 وحدة
2

 = 
1
2

 × 2)1(3 = 
1
2

 = 3س2 × 
دس

دن
 × 

دص

دس
 = 

دص

دن

ال 7 مث

لاب ق ط الان ق ( ون ة ة )المحلي ط الحرج ق الن 4-2
QQS4x2QQ

ة طة الحرج ق الن

كون د ت . وق ر معرّف ي راً  أو غ ل صف دها المي ى يكون عن حن طة على المن ق هي ن

. لاب ق رى أو ان مى أو صغ طة عظ ق ن

0 = 
دص

دس

من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
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ال
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س

ص

0

می ( + 0 − ) عط�

رى ( − 0 + ) صع�

+ −

−

+

ل صَ ارە� الم�� ٕ�س�

ة ط الحرج ق ل حول الن ارة المي ش ر إ يّ  غ ت

طة ق وع الن طةن ق ل صَ حول الن ارة المي ش ر إ يّ تغ

ة مى محلي )+   0   -(عظ

ة رى محلي )-   0   +(صغ

) ري ل صف لاب )مي ق )+   0   +( أو )-   0   -(ان

ة طة الحرج ق وع الن د ن تحدي

ة الأولى ق ت ار المش ب ت أولاً: اخ

د ص1.  وج م ن اد س ، ث يج حل صَ = 0 لإ ن

ل من س2.  مة أق ي ق ي صَ ب عوض ف ن
ها. ر من رى أكب وأخ

لى −3.  ارة من + إ ش رت الإ ي غ ا ت ذ إ

هي لى + ف مى، ومن − إ طة عظ ق الن ف
مى ست عظ لي ر ف ي غ ت ا لم ت ذ رى، وإ صغ

رى. ولا صغ

ة ي ان ة الث ق ت ار المش ب ت اً: اخ ي ان ث

: ي صً مة س ف ي ق عوض ب ن

مى. طة عظ ق الن ت صً > 0 ف ا كان ذ إ

رى. طة صغ ق الن ت صً < 0 ف ا كان ذ إ

ار، ب ت ل الاخ ش ت صً = 0 يف ا كان ذ إ
ة الأولى. ق ت ار المش ب ت دم اخ خ ست منون
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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عر ق لاب والت ق ط الان ق ن

وعها. ( ن . ب ة طة الحرج ق د: أ( الن أوج ت ص = 3س2 - 12س ف ا كان ذ إ

الحل

)12- ، 2( طة  ق أ( صَ = 6س - 12 = 0 ∴ س = 2 ∴ ص = 3)4( - 24 = -12 ∴ الن

ة الأولى: ق ت ار المش ب ت اخ ( ب ب

ل من 2(س ر من 2(02 )أق 3 )أكب

ارة صَ ش 6)3( - 12 = 6 )+(60)0( - 12 = -12 )−(إ

ن ذ : صً = 6 < 0 إ ة ي ان ة الث ق ت ار المش ب ت اخ رى. وب طة صغ ق ن الن ذ ارة )-   0   +( إ ش الإ
اً. رى أيض صغ

ال 8 مث

ة ملاحظ

طة ق الن اً ف ب ا كان معامل س2 موج ذ ـ : إ ة ص = أ س2 + ب س + ج عي ي رب ي الدالة الت ف
مى. هي عظ اً ف ا كان سالب ذ رى، وإ ة صغ الحرج

لاب ق طة الان ق ن
ل أو العكس(، لى أسف ى )من أعلى إ حن عر المن ق اه ت ج دها ات ر عن ي غ ي يت طة الت ق هي الن

ارة صً حولها. ش ر إ ي غ أكد من ت م الت حل المعادلة صً = 0 ث دها ب ج ون

ها. ي عر لأعلى ف ى مق حن المن رة ف ت ي ف ت صً < 0 ف ا كان ذ إ

ها. ي ل ف عر لأسف ى مق حن المن رة ف ت ي ف ت صً > 0 ف ا كان ذ إ

من
رح
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



ل اض ف ات الت ق ي طب ع: ت اب الراب الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

76

ى حن ل للمن عر لأعلى ولأسف ق رات الت ت لاب وف ق طة الان ق د ن أوج

ص = س3 - 6س2 + 9س + 1

الحل

صَ = 3س2 - 12س + 9    صً = 6س - 12

)3 ، 2( لاب  ق طة الان ق صً = 0 ∴ س = 2 ∴ ص = 8 - 24 + 18 + 1 = 3 ∴ ن

س

ص

1 2 3 4

1

3

5

0

(5 ، 1)

(1 ، 3)

(3 ، 2)

ل عر ��سٔ�� م�� عر ��عٔلی م��

ى ص = س³ − 6س² + 9س + 1 حن من

ل عر لأسف ى مق حن ن المن ذ دما س > 2: صً > 0 إ عن

عر لأعلى ى مق حن ن المن ذ دما س < 2: صً < 0 إ عن

د )3 ، 1( لأن ة عن رى محلي د )1 ، 5( وصغ ة عن مى محلي اً عظ ى أيض حن وللمن
صَ = 3)س - 1()س - 3(

ال 9 مث

ى ص = س3 - 3س - 1 حن لاب للمن ق طة الان ق د ن أوج

الحل

صَ = 3س2 - 3    صً = 6س = 0 ∴ س = 0 ∴ ص = -1

ال 10 منمث
رح
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
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عر: ق ار الت ب ت اخ

ل( عر لأسف : صً = -3 )مق
1
2

د س = - عر لأعلى(عن : صً = 3 )مق
1
2

د س =  عن

هي دها صَ = -3 ≠ 0 ف ل عن . ولأن المي لاب ق طة ان ق )0 ، -1( ن ن  ذ ارة صً إ ش رت إ ي غ ت

. ة ر حرج ي لاب غ ق طة ان ق ن

وعها. ، وحدد ن ة طة حرج ق  )2 - س(4 ن
1
4

دها للدالة ص = - ي يكون عن مة س الت ي د ق أوج

الحل

 × 4 )2 - س(3 × )-1( = )2 - س(3
1
4

صَ = -

ة )2 ، 0( طة الحرج ق صَ = 0 ∴ س = 2 ∴ ص = 0 ، والن

123س

)2 - 3(3 = -1 )−(0)2 - 1(3 = 1 )+(صَ

مى. طة عظ ق ن الن ذ ارة )+   0   -( إ ش الإ

ال 11 مث

لة السرعة والعج 4-3
QQS4x3QQ

ات ف تعري

ط. ق دار ف مد على المق عت : ت ة اسي ي السرعة الق

اه معاً. ج دار والات مد على المق عت : ت هة ج السرعة المت

ة ة الكلي المساف
من الكلي الز

وسطة =  السرعة المت

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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لة احة والسرعة والعج ز ن الإ ي ة ب العلاق

ڡ�
احه� الإر�

ع
السرعه�

ـ ح�
له� العح�

ل اص� ����

��كامل

ل اص� ����

��كامل

اً ن ا يمي دن كامل يعي ا يساراً، والت لن ل يحوّ اض ف الت

)     )السرعة
دف

دن
ع = 

) لة     )العج
د2ف

2 دن
 = 

دع

دن
ـ =  ج

ـ   دن ف =  ع   دن ، ع =  ج

اصة حالات خ

دما ع = 0 ه( عن اه حركت ج ر ات ي اً )أو يغ ي سم لحظ يسكن الج

دما ع = 0 اع عن ف صى ارت لى أق اً إ وف رأسي ذ سم المق يصل الج

ـ = 0 دما ج مة عن ظ ت سرعة من سم ب حرك الج يت

ة هو ي ان عد ن ث بُعده عن و ب ث يكون  حي م، ب ي ق ط مست ي خ طة و ف ق ه من الن سم حركت دأ ج ب

سم ى يسكن الج دلالة ن ، ومت لة ب د السرعة والعج ر. أوج 2 + 9ن مت 3 - 6ن ف = ن

اً؟ ي لحظ

الحل

² 6ن - 12 م/ث  = 
دع

دن
ـ =  2 - 12ن + 9 م/ث    ج 3ن  = 

دف

دن
ع = 

دما ع = 0: 3)ن - 1()ن - 3( = 0 ∴ ن = 1 ث أو ن = 3 ث اً عن ي يسكن لحظ

ال 12 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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احة ز د إ . أوج ة ي ان الث ر و ن ب المت ث ف ب 2 - 5ن ، حي ة ف = ن العلاق سم ب احة ج ز تُعطى إ

اً. ي دما يسكن لحظ سم عن الج

الحل

 ث
5
2

ع = 2ن - 5 = 0 ∴ ن = 

 = -6.25 م
25
4

-  = 
50
4

 - 
25
4

 = 
5
2

 × 5 - 2 ف = 

ال 13 مث

5
2

ر. 2 مت ة هو ف = 30ن - 10ن ي ان عد ن ث اعه ب ف ث يكون ارت حي لى أعلى ب اً إ سم رأسي ف ج ذ قُ

اع يصل ف صى ارت ـ( أق . ج ة ي ان  ث
1
2

عد  ه ب اعه وسرعت ف ( ارت . ب دلالة ن ه ب د: أ( سرعت أوج

ه. لي إ

الحل

أ( ع = 30 - 20ن

20 م/ث 12.5 م ، ع = 30 - 10 =  : ف = 15 - 2.5 = 
1
2

د ن =  ( عن ب

دما ع = 0: 30 - 20ن = 0 ∴ ن = 1.5 ث اع عن ف صى ارت ـ( أق ج

22.5 م ف = 30)1.5( - 10)1.5(2 = 45 - 22.5 = 

ال 14 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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امس اب الخ الب

ر المحدود والمحدود ي كامل غ الت ◂

ات ي حن ن المن ي المساحات المحصورة ب ◂

ة ي سام الدوران وم الأج حج ◂

م ي ق ط مست ي خ الحركة ف ◂

اته ق ي كامل وتطب الت
QQC5QQ

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



ه ات ق ي طب كامل وت امس: الت اب الخ الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

81

ر المحدود ي كامل غ الت 5-1
QQS5x1QQ

ف تعري

ل هو ، ب مة عددية ي س له ق ر المحدود لي ي كامل غ ل. والت اض ف ة للت ة عكسي كامل عملي الت

الرمز ث كامل ويُرمز له ب ت الت اب ت يُسمى ث اب وي على ث حت دالة ت

كامل واعد الت ق

ت اب ث أ عدد ث 1(  أ   دس = أ س + ث    حي

ث ن ≠ -1  + ث    حي
سن + 1

ن + 1
2(  سن   دس = 

 + ث
(ن + 1 )أس + ب

أ )ن + 1(
(ن   دس =  3(  )أس + ب

4(  ]د)س( ± ه)س([   دس =  د)س(   دس ±  ه)س(   دس

: ة ي كاملات الآت د كلاً من الت أوج

1(  8   دس

   دس
3
4

  )2

3(  س5   دس

س   دس   )4

5(  3 س-5   دس

6(  )5س - 2(7   دس

6س - 3   دس   )7

الحل

1( 8س + ث

 س + ث
3
4

 )2

ال 1 مث

من
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د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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 + ث
س6

6
 )3

 + ث
3
 س2

2
3

 + ث = 

3
س2

3
2

   دس = 
1
4(  س2

 + ث
3

4 س4
 + ث = -

3 س-4
4-

 )5

 + ث
)5س - 2(8

40
 + ث = 

)5س - 2(8
8 × 5

 )6

 + ث
3
)6س - 3(2

9
 + ث = 

3
)6س - 3(2

3
2

 × 6
 )7

كامل المحدود الت 5-2
QQS5x2QQ

اعدة ق

: ن إ كاملها د)س( ف )س( دالة ت ت ت ا كان ذ إ

)أ( ( - ت )ب ب = ت
أ  د)س(   دس = 

ب

أ

كامل. ت الت اب لى ث كامل المحدود إ ي الت اج ف حت ولا ن

)س( ت

 )3س2 + 1(   دس    2(
2

1
 )1 : ن كاملي مة كل من الت ي د ق أوج

2س + 1   دس  
4

0

الحل

8  = )1 + 1( - )2 + 8( = 2
1  )1

ال 2 مث

س3 + س

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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س

ص

0

ص ا��عٔلی

ل ص ا��سٔ��

م

ن ي ي حن ن من ي )2( المساحة ب

س

ص

0

ص ا��عٔلی

ل ص ا��سٔ��

م

ن ي ي حن ن من ي )2( المساحة ب

26
3

 = )1 - 27(
1
3

 =  
1
3

 = 

4

0

 )2

3
)2س + 1(2

3
2

 × 2

3
2)1( - 

3
2)9(

اد المساحات ج ي إ 5-3
QQS5x3QQ

من
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د ال
عب

سن 
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رة 
و ت
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ن المساحة ي وان ق

ات )الدالة صريحة ن ة لمحور السي سب الن ب

ي ص(: ف

: ات ن ى ومحور السي حن ن من ي ب

 ص   دس
ب

أ
م = 

ات ن ى تحت محور السي حن ا كان المن ذ إ
. ة مة المطلق ي ذ الق أخ ن

: ن ي ي حن ن من ي ب

ل(   دس  )صالأعلى - صالأسف
ب

أ
م = 

ة لمحور الصادات )الدالة صريحة سب الن ب

ي س(: ف

: ى ومحور الصادات حن ن من ي ب

 س   دص
ب

أ
م = 

: ن ي ي حن ن من ي ب

 )سالأيمن - سالأيسر(   دص
ب

أ
م = 

كامل د حدود الت تحدي

م س. ي اد ق يج حل لإ ن ون ي ساوي المعادلت م( ن ي ق ى ومست حن ان )أو من ي حن اطع من ق ا ت ذ إ

حل. ع ص = 0 )أو س = 0( ون ض ى أحد المحورين ن حن طع المن ا ق ذ إ

طع. طة الق ق د ن كامل عن سم الت ق كامل ن رة الت ت ل ف ات داخ ن ى محور السي حن طع المن ا ق ذ إ

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ات ن ى ص = 3س2 + 1 ومحور السي حن ن المن ي ة المحصورة ب طق د مساحة المن أوج

ن س = 1 ، س = 2 مي ي ق والمست

الحل

س

ص

1 2

4

13

0

ص = 3س² + 1

رة ]1 ، 2[: ت ي الف ات ف ن وق محور السي ى ف حن المن

2
1  )3س2 + 1(   دس = 

2

1
م = 

عة 8 وحدة مرب  = 2 - 10 =

ال 3 مث

س3 + س

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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. ات ن ى ص = س2 - 2س ومحور السي حن ن المن ي ة المحصورة ب طق د مساحة المن أوج

الحل

س

ص

1 2

-1

1

0

ص = س² − 2س

كامل: س2 - 2س = 0 ∴ س)س - 2( = 0 ∴ س = 0 أو س = 2 حدود الت

4
3

- = 4 - 
8
3

 = 
2

0

 )س2 - 2س(   دس = 
2

0

: ن ذ ، إ ات ن حت محور السي ة ت طق ة لأن المن ارة سالب ش الإ

عة 4 وحدة مرب
3

م =  = 

ال 4 مث

 - س2
س3

3

4
3

-

من
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د ال
عب

سن 
سو

رة 
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ال



ه ات ق ي طب كامل وت امس: الت اب الخ الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

87

ى ص2 = 4س ومحور الصادات حن ن المن ي ة المحصورة ب طق احسب مساحة المن

ن ص = 1 ، ص = 3 مي ي ق والمست

الحل

س

ص

1 2

1

2

3

0

ص² = 4س

ص2

4
ي س: س =  ب الدالة صريحة ف كت ن

عة 13 وحدة مرب
6

 = 
1 - 27

12
 = 

3

1

   دص = 
ص2

4
 

3

1
م = 

ال 5 مث

ص3

12

من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ن ص = س2 ، ص = 3س ي ي حن ن المن ي ة المحصورة ب طق د مساحة المن أوج

الحل

س

ص

1 2 3

3

6

9

0

ص = س²

ص = 3س

اطع: س2 = 3س ∴ س)س - 3( = 0 ∴ س = 0 أو س = 3 ق ط الت ق ن

د س = 1: 3 < 1(: لاً عن ى )مث حن م أعلى من المن ي ق رة ]0 ، 3[ المست ت ي الف ف

عة 9 وحدة مرب
2

 = 9 - 
27
2

 = 
3

0
 )3س - س2(   دس = 

3

0
م = 

ال 6 مث

س3

3
 - 

3س2
2

من
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عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
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ن ص = س ، ص = س)4 - س( ي ي حن ن المن ي ة المحصورة ب طق د مساحة المن أوج

الحل

س

ص

1 2 3 4

1

2

3

4

0

ص = س(4 − س)

ص = س

اطع: س = 4س - س2 ∴ س2 - 3س = 0 ∴ س = 0 أو س = 3 ق ط الت ق ن

عة 9 وحدة مرب
2

 )3س - س2(   دس = 
3

0
 ])4س - س2( - س[   دس = 

3

0
م = 

ال 7 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ن ص = 9 ، مي ي ق ى ص = س2 والمست حن ن المن ي ة المحصورة ب طق احسب مساحة المن

ع الأول. ي الرب س = 0 ف

الحل

س

ص

1 2 3

3

6

9

0

ص = س²

ص = 9

ع الأول( ي الرب اطع: س2 = 9 ∴ س = 3 )ف ق الت

عة 18 وحدة مرب  = 9 - 27 = 
3

0
 )9 - س2(   دس = 

3

0
م = 

ال 8 مث

س3

3
9س - 

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
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م المار ي ق ى ص = )س - 2(2 والمست حن ن المن ي ة المحصورة ب طق احسب مساحة المن

ن )0 ، 4( و )3 ، 1( ي طت ق الن ب

الحل

س

ص

1 2 3 4

1

2

3

4

0

(4 ، 0)

(1 ، 3)

ص = (س − 2)²

ه ص = -س + 4  = -1 ∴ معادلت
4 - 1
0 - 3

م =  ي ق ل المست مي

هما: ن ي م أعلى ب ي ق د س = 0 و س = 3 ، والمست اطعان عن ق ى يت حن م والمن ي ق المست

9 وحدة
2

 )3س - س2(   دس = 
3

0
 ])4 - س( - )س - 2(2[   دس = 

3

0
م = 

عة مرب

ال 9 مث
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عب

سن 
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رة 
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ى ص = س2 حن ن المن ي للة المحصورة ب ة المظ طق د مساحة المن كل، أوج من الش

. ات ن م ص = 8 - 2س ومحور السي ي ق والمست

الحل

س

ص

1 2 3 4

2

4

6

0

(4 ، 2)

ص = س²

ص = 8 − 2س

د س = 4: ات عن ن م محور السي ي ق طع المست د )2 ، 4( ، ويق م عن ي ق ى والمست حن اطع المن ق يت

 )8 - 2س(   دس
4

2
 س2   دس + 

2

0
م = 

عة 20 وحدة مرب
3

 = )12 - 16( + 
8
3

 = 4
2  + 

2

0
 =

ال 10 مث

س3

3
8س - س2

ن س = 1 ، مي ي ق ى س2 ص = 1 والمست حن ن المن ي ة المحصورة ب طق د مساحة المن أوج

. ات ن س = 2 ومحور السي

الحل

1
2

 = 1 + 
1
2

- = 
2

1

 س-2   دس = 
2

1
 = س-2    م = 

1
س2

ص = 

عة وحدة مرب

ال 11 مث

1
س

-
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ات ن ى ص = 2س4 ومحور السي حن ن المن ي ة المحصورة ب طق ت مساحة المن ا كان ذ إ

ث أ < 1( مة أ )حي ي د ق أوج عة ، ف ساوي 12.4 وحدة مرب ن س = 1 ، س = أ ت مي ي ق والمست

الحل

)أ5 - 1( = 12.4 2
5

 = 
أ

1
 2س4   دس = 

أ

1

أ = 2 أ5 - 1 = 31 ∴ أ5 = 32 ∴ 

ال 12 مث

2س5
5

ات ن م ص = 2س - 2 ومحور السي ي ق ن المست ي ة المحصورة ب طق احسب مساحة المن

ن س = 0 ، س = 2 مي ي ق والمست

الحل

س

ص

1 2

-2

2

0 م1

م2

ص = 2س − 2

كامل: سم الت ق ن د س = 1 ، ف ات عن ن طع محور السي م يق ي ق المست

م1 =  =  =  = 1

1 = )1-( - 0 = 2
1  )2س - 2(   دس = 

2

1
م2 = 

ال 13 مث

 )2س - 2(   دس
1

0

1
0 -1س2 - 2س

س2 - 2س

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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عة 2 وحدة مرب ة = م1 + م2 =  المساحة الكلي

ه ب ت ان

كامل م الت سي ق ب ت لك يج راً! لذ ج صف ات رة لكان الن اش  )2س - 2(   دس مب
2

0
ا  ن لو حسب

. ات ن طع مع محور السي طة الق ق د ن عن

ة ي سام الدوران وم الأج حج 5-4
QQS5x4QQ

اعدة ق

س

ص = د(س)

دوراں� °360

اً ي سماً دوران ات يولّد ج ن ة حول محور السي طق دوران من

 ص2   دس
ب

أ
 π = ح : ات ن الدوران حول محور السي

 س2   دص
ب

أ
 π = ح : الدوران حول محور الصادات

 )ص - ك(2   دس
ب

أ
 π = ح : م ص = ك ي ق منالدوران حول المست

رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
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ال
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) هورة )دورة كاملة ة مش ي سام دوران أج

لاعه ← ل حول أحد أض طي المست
. ة أسطوان

ائمة لعي الق ائم حول أحد ض لث الق المث
ائم. روط ق ← مخ

لعه ائم حول ض حرف الق ه المن ب ش
ص. اق روط ن العمودي ← مخ

. طرها ← كرة صف الدائرة حول ق ن

ى ص = س2 حن ن المن ي ة المحصورة ب طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

. ات ن ن س = 0 ، س = 2 دورة كاملة حول محور السي مي ي ق ات والمست ن ومحور السي

الحل

ة π 32 وحدة مكعب
5

 = 
2

0
 π = س2(2   دس( 

2

0
 π = ح

ال 14 مث

س5

5

من
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سن 
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ى ص = س2 + 2 حن ن المن ي ة المحصورة ب طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

. م ص = 6 ومحور الصادات دورة كاملة حول محور الصادات ي ق والمست

الحل

س

ص

-2 2

2

6

0

ص = س² + 2ص = 6

دلالة ص: س2 = ص - 2 ب س2 ب كت ن ، ف الدوران حول محور الصادات

لى ص = 6 ى( إ حن كامل: من ص = 2 )رأس المن حدود الت

ة 8π وحدة مكعب  = 
6

2
 π = ص - 2(   دص( 

6

2
 π = ح

ال 15 مث

)ص - 2(2
2
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ى حن ن المن ي ة المحصورة ب طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

م ص = 4 ي ق م ص = 4 دورة كاملة حول المست ي ق ص = س2 - 4س + 4 والمست

الحل

س

ص

1 2 3 4

2

4

0

محور الدوراں� ص = 4

اطع: س2 - 4س + 4 = 4 ∴ س)س - 4( = 0 ∴ س = 0 ، س = 4 ق الت

 )س4 - 8س3 + 16س2(   دس
4

0
 π = س2 - 4س + 4 - 4(2   دس( 

4

0
 π = ح

ة π ≈ 34.13 π 512 وحدة مكعب
15

 = 
4

0
 π =

ال 16 مث

16س3
3

 - 2س4 + 
س5

5

ى ص = س2 حن ن المن ي ة المحصورة ب طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

م ص = 1 ي ق ع الأول، دورة كاملة حول المست ي الرب ن س = 0 ، ص = 1 ف مي ي ق والمست

الحل

اطع: س2 = 1 ∴ س = 1 ق الت

ال 17 مث
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=  π = 2 - 1س2 + س4(   دس( 
1

0
 π = 1 - س2(2   دس( 

1

0
 π = ح

ة π 8 وحدة مكعب
15

1
5

 + 
2
3

 - 1

، ات ن للة دورة كاملة حول محور السي ة المظ طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

م لى )1 ، 4( ث مة ص = 3س + 1 من )0 ، 1( إ ي ق طعة المست حدها من أعلى الق ث ت حي

م ص = 1 ي ق ل المست لى )2 ، 1( ، ومن أسف  من )1 ، 4( إ
4

س2
ى ص =  حن المن

الحل

س

ص

1 2

1

4

0

(4 ، 1)

(1 ، 2)

ص = 3س + 1
ص = 4/س²

وە� ح� ال��

حت ص = 1(: وة ت ج م الف ( − )حج حت الحد العلوي م ما ت م = )حج الحج

 π   دس
2

0
 π   دس - 2(1) 

2

1
 )3س + 1(2   دس + 2 

1

0
 π = ح

ة π 29 وحدة مكعب
3

 = 7π + 
14
3

π - 2π =

ال 18 مث

4
منس2
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م 4ص = س - 1 ي ق ن المست ي ة المحصورة ب طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

م س = 4 دورة كاملة حول محور ي ق ات والمست ن  ومحور السي
1

س2
ى ص =  حن والمن

. ات ن السي

الحل

س

ص

1 2 3 4

¼

½

(¼ ، 2)

ص = 1/س²

4ص = س − 1

:)
1
4

د )2 ،  ى عن حن اطع مع المن ق د س = 1 ، ويت ات عن ن طع محور السي م يق ي ق المست

π
48

 = 
2

1
 

π
16

 π   دس = 
2

1
ح1 = 2 

7π
192

 = 
4

2

 π = دس   π 
4

2
ح2 = 2 

ة 11π وحدة مكعب
192

 = 
7π
192

 + 
π
48

ح = 

ال 19 مث

س - 1
4

)س - 1(3
3

1
س2

1
3س3

-

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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8
س

ى ص =  حن ن المن ي ة المحصورة ب طق ئ من دوران المن اش سم الن م الج د حج أوج

. ات ن م س = 2 دورة كاملة حول محور السي ي ق م ص = 1 والمست ي ق والمست

الحل

س

ص

2 4 6 8

1

4

0

(4 ، 2)

(1 ، 8)

ص = 8/س

 = 1 ∴ س = 8
8
س

اطع:  ق الت

64π 
8

2

 = 24π = دس   
64

س2
 

8

2
 π : ي ارج م الخ الحج

6π = دس   π 
8

2
 (1)2 : وة ج م الف حج

ة 18π وحدة مكعب  = 24π - 6π = م المطلوب الحج

ال 20 مث

1
س

-

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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) لة م )تكامل السرعة والعج ي ق ط مست ي خ الحركة ف 5-5
QQS5x5QQ

اعدة ق

ـ   دن    ف =  ع   دن ع =  ج

كامل. ت الت اب اد ث يج د ن = 0( لإ مة ف أو ع عن ي ل ق ة )مث دائي ت روط الاب دم الش خ تُست و

 ع   دن
ن

ن - 1
 : م ن هي ة رق ي ان ي الث طوعة ف ة المق والمساف

ت ا كان ذ . إ ان ت اب ث أ ، ب ث 2 + ب ن حي سرعة ع = أ ن م ب ي ق ط مست ي خ م ف سي حرك ج يت

، عة ة الراب ي ان ي الث م 81 م ف سي طع الج ² ، وق ساوي 2 م/ث د ن = 0 ت م عن سي لة الج عج

ي أ ، ب مت ي د ق أوج ف

الحل

ب = 2 د ن = 0: 2 = ب ∴   = 2أ ن + ب ، وعن
دع

دن
ـ =  ج

لى ن = 4(: عة )من ن = 3 إ ة الراب ي ان ي الث ة ف المساف

7 + 
37أ
3

 = )9 - 16( + 
أ)64 - 27(

3
 = 

4

3

(   دن =  2 + 2ن  )أ ن
4

3

أ = 6  ∴ 74 = 
37أ
3

 ∴ 81 = 7 + 
37أ
3

ال 21 مث

2  + ن
3 أ ن
3

: ي ي كل مما يأت دلالة ن ف د ف ب أوج

دما ن = 0 ت ف = 1 عن  = 6ن ، وكان
دف

دن
 )1

دما ن = 0 ت ع = 0 ، ف = 2 عن 2 ، وكان  = 2ن
د2ف

2 دن
 )2

دما ن = 0  = 1 ، ف = 0 عن
دف

دن
ت   = 24ن ، وكان

د2ف
2 دن

 )3

ن 1 تمري

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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اب السادس الب

ة ي لث ات الدوال المث ق ت مش ◂

ة ي لث ات المث ق ت ات على المش ق ي طب ت ◂

ة ي لث كامل الدوال المث ت ◂

ة ي لث ات مث ي حن حت من مساحات ت ◂

ل وتكامل الدوال اض تف
ة ي لث المث

QQC6QQ

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



ة ي لث كامل الدوال المث ل وت اض ف اب السادس: ت الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

103

ة ي لث ل الدوال المث اض تف 6-1
QQS6x1QQ

) ر الدائري دي ق الت ة ب اوي ات )الز ق ت دول المش ج

ة صَالدالة ص ق ت ة صَالدالة صالمش ق ت المش

اس اسج ت (ج ا)أس + ب (ج ا)أس + ب ت أ ج

اس ت اسج (−ج ا)أس + ب ت (ج ا)أس + ب -أ ج

اس ا2سظ (ق ا)أس + ب (ظ ا2)أس + ب أ ق

اس ت ا2سظ ت )أس(-ق ان ا)أس(ج ت ان - 1)أس( × أ ج ن ج

اس اسق اس ظ )أس(ق ان ت ا)أس(ج ان - 1)أس( × أ ج ت -ن ج

اس ت اسق ت اس ظ ت )أس(−ق ان ا2)أس(ظ ان - 1)أس( × أ ق ن ظ

ظ ة سهلة للحف ق طري

. اوية ل الز اض ف ة × ت سب ل الن اض ف ت

. اوية ل الز اض ف ة × ت سب ل الن اض ف ل الأس × ت اض ف وعة لأس: ت ة مرف سب ت الن ا كان ذ وإ

. ة ها سالب ت ق ت كون مش ا" ت ت ا" أو "ق ت ا" أو "ظ ت حرف "ج دأ ب ب ي ت سب الت الن

لى س: ة إ سب الن ي ب ة كل مما يأت ق ت د مش أوج

ال 1 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ا5س 1( ج

ا2س ت 2( ج

س
1
2
ا 3( 4 ظ

ا)2س - 1( 4( ج

اس ج

س
 )5

ا)1 - 3س( ت 6( ج

اس 7( س ج

اس اس ظ 8( ج

ا 9( 2 ظ

ا3س ت 10( ق

ا3س 11( ج

ا3 4س ت 12( 5 ج

ا4 2س 13( ظ

الحل

ا5س ت 1( 5 ج

ا2س 2( -2 ج

)3

س
1
2

ا2  س = 2 ق
1
2

ا2  1 ق
2

 × 4

ا)2س - 1( ت 4( 2 ج

اس اس - ج ت س ج
س2

 )5

)6

ا)1 - 3س( ا)1 - 3س( × )-3( = 3 ج -ج

اس اس + ج ت 7( س ج

اس ت اس ج ا2س + ظ اس ق 8( ج

ا2س + 1( اس)ق اس = ج ا2س + ج اس ق   = ج

ا2 9( ق

ا3س ت ا3س ظ ت 10( -3 ق

اس ت ا2س ج 11( 3 ج

ا4س( ا2 4س × )-4 ج ت 12( 15 ج

ا4س ا2 4س ج ت   = -60 ج

)13

ا2 2س ا3 2س ق ا2 2س = 8 ظ ا3 2س × 2 ق 4 ظ

س - 3
1
2

س - 3
1
2

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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اس( ت اس )1 + ج ى ص = ج حن دها للمن ي يكون عن رة ]2π ، 0[ الت ت ي الف م س ف ي د ق أوج

. ة ط حرج ق ن

الحل

ا2س ت اس + ج ت ا2س + ج اس = -ج ت اس( ج ت اس( + )1 + ج اس)-ج صَ = ج

اس - 1 ت ا2س + ج ت ا2س: صَ = 2 ج ت ا2س = 1 - ج ع ج وض ب

اس + 1( = 0 ت اس - 1()ج ت صَ = 0 ∴ )2 ج

1
2

اس =  ت ج

5π
3

π أو س = 
3

∴ س = 

اس = -1 ت ج

π = س ∴

ال 2 مث

د صَ أوج ا)س + 3( ف ت ا)س + 3( ظ  ج
1
8

ت ص =  ا كان ذ إ

الحل

ا)س + 3( ت  ج
1
8

: ص =  ن ذ  ، إ
ا)س + 3( ت ج
ا)س + 3( ج

ا)س + 3( =  ت ظ

ا)س + 3( 1 ج
8

صَ = -  ∴

ال 3 مث

π
3

د س =  د صً عن أوج ا2س ف ت ا2س ج ت ص = ج ا كان ذ إ

الحل

ا4س  ج
1
2

ا2س =  ت ا2س ج  × 2 ج
1
2

ص = 

ال 4 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ا4س ا4س    صً = -8 ج ت صَ = 2 ج

3 4  =  × 8- = 
4π
3

ا صً = -8 ج
π
3

3
2

-

) ات الدرج اوية ب   )الز
د

دس
د  أوج

الحل

 س راديان
π
60

 = 
π 3س
180

ل: 3س° =  حوّ ن ، ف دير الدائري ق رط الت ت ش ل ت اض ف ن الت ي وان ق

ا ت π ج
60

ا =   ج
د

دس

ال مهم ال 5 — مث مث

ا 3س° ج

س
π
60

س
π
60

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ة ي لث تكامل الدوال المث 6-2
QQS6x2QQ

اعدة ق

اس + ث ت اس   دس = -ج  ج

اس + ث اس   دس = ج ت  ج

اس + ث ا2س   دس = ظ  ق

اس + ث ت ا2س   دس = -ظ ت  ق

( + ث ا)أس + ب ت  ج
1
أ

(   دس = - ا)أس + ب  ج

( + ث ا)أس + ب  ج
1
أ

(   دس =  ا)أس + ب ت  ج

( + ث ا)أس + ب  ظ
1
أ

(   دس =  ا2)أس + ب  ق

1
اوية ل الز اض ف ت

ة ×  سب كامل الن : ت أي

: ة ي كاملات الآت د الت أوج

ال 6 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ا2س   دس ت 1(  ج

ا2 5س   دس 2(  ق

ا3س   دس ت 3(  3 ج

س   دس
2
3
ا ت 4(  -ج

ا2)2س + 3(   دس 5(  ق

ا)1 - 4س(   دس ت  ج
3
4

  )6

الحل

ا2س + ث  ج
1
2

 )1

ا5س + ث  ظ
1
5

 )2

ا3س + ث ا3س + ث = ج  ج
3
3

 )3

س + ث
2
3
ا  ج

3
2

- )4

ا)2س + 3( + ث  ظ
1
2

 )5

ا)1 - 4س( + ث  ج
1
4-

 × 
3
4

 )6

ا)1 - 4س( + ث  ج
3

16
- =  

: ة ي كاملات المحدودة الآت مة كل من الت ي د ق أوج

اس + 1(   دس    3( ت  )ج
π
2
0

اس   دس    2(  ت  ج
π
2
0

 )1

اس   دس ت ا3س ج  ج
π
4
0

الحل

1 ا0 = 1 - 0 =   - ج
π
2
ا  = ج

π
2
0

 )1

π
2

 + 1  = )0 + 0( -  = 
π
2
0

 )2

ال 7 مث

اس ج

اس + س πج
2

 + 1

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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= 
1
4

 × 
1
4

 = 4  
1
4

 = 
π
4

0
اس:  ة ج ق ت اس هي مش ت 3( لأن ج

1
16

ا4س ج
4

1

2

: ة ي لث ات المث ق طاب دام المت خ است ة ب ي كاملات الآت د الت أوج

ا2س(   دس ا2س + ج ت ا2س(   دس    2(  )ج 1(  )1 + ظ

اس(   دس ت اس + ظ اس )ظ ا2س(   دس    4(  ظ ا2س - ج ت 3(  )ج

الحل

اس + ث ظ ا2س   دس =  1(  ق

س + ث 2(  1   دس = 

ا2س + ث 1 ج
2

ا2س   دس =  ت 3(  ج

)4

ا2س   دس = ا2س + 1(   دس =  ق اس(   دس =  )ظ ت اس ظ ا2س + ظ  )ظ

اس + ث ظ

ال 8 مث

ا2س   دس ت د  2 ج ا2س ، أوج ت دلالة ج ا2س ب ت ع 2 ج وض ب

الحل

ا2س ت ا2س = 1 + ج ت ا2س - 1 ∴ 2 ج ت ا2س = 2 ج ت ج

ال 9 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ا2س + ث 1 ج
2

س +  ا2س(   دس =  ت  )1 + ج

ة ي لث ات مث ي حن مساحات تحت من 6-3
QQS6x3QQ

م ص = 4 ي ق ا2 2س والمست ى ص = ق حن ن المن ي ة المحصورة ب طق احسب مساحة المن

الحل

س

ص

−π/6 π/6

1

4

0

ص = 4
ا² 2س ص = ��

π
6

 ∴ س = ± 
1
2

ا2س = ±  ت ا2 2س = 4 ∴ ج اطع: ق ق الت

)4 = 
π
3

ا2 : ص = ق π
6

د س =  )عن

π
6

π
6

-
ا2 2س(   دس =   )4 - ق

π
6

π
6

-
م = 

عة 3 ≈ 2.46 وحدة مرب  - 
4π
3

 =  -  =

ال 10 مث

ا2س  ظ
1
2

4س - 

3
2

 - 
2π
3

3
2

 + 
2π
3

-

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



ة ي لث كامل الدوال المث ل وت اض ف اب السادس: ت الب ان ق ت لى الإ هم إ MASTER MATH — من الف

111

م ص = 1 ي ق اس والمست ى ص = 2 ج حن ن المن ي ة المحصورة ب طق احسب مساحة المن

]π ، 0[ رة ت ي الف ف

الحل

س

ص

π/6 5π/6 π

1

2

0

اس ص = 2 ح�

ص = 1

5π
6

π أو س = 
6

 ∴ س = 
1
2

اس =  اس = 1 ∴ ج اطع: 2 ج ق الت

5π
6
π
6

اس - 1(   دس =   )2 ج
5π
6
π
6

م = 

عة 2π ≈ 1.37 وحدة مرب
3

 - 3 2  =  -  =

ال 11 مث

اس - س ت -2 ج

5π
6

 - 3
π
6

 - 3 -

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال



112

ع اب الساب الب

مات اريت واص اللوغ عة خ مراج ◂

كاملها ة وت مي اريت ل الدالة اللوغ اض ف ت ◂

ة عي ي ة الطب الدالة الأسي ◂

كاملها ة وت ل الدالة الأسي اض ف ت ◂

ة ة والأسي مي ت اري الدوال اللوغ
QQC7QQ

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ة مي ت اري ل الدالة اللوغ اض تف 7-1
QQS7x1QQ

ساس هـ( عي للأ ي م الطب ت اري مات )لو = اللوغ ت اري واص اللوغ : خ عة مراج

لو)س ص( = لو س + لو ص

 = لو س - لو ص
س

ص
لو 

لو سن = ن لو س

لو هـ = 1 ، لو 1 = 0

هـلو س = س ، لو هـس = س

اعدة ق

ل الدالة اض ف ت
سها ف الدالة ن

 = 
)س( دَ
د)س(

 لو د)س( = 
د

دس
 : صورة عامة 1 ، وب

س
 لو س = 

د

دس

لى س: ة إ سب الن ي ب ة كل مما يأت ق ت د مش أوج

1( لو)3س + 1(

اس ت 2( لو ج

س + 1
4س - 1

3( لو 

اس( 4( لو)1 + ج

5( س3 لو 3س

س + 1 6( لو 

7( لو )1 + س2(5

الحل

3
3س + 1

 )1

اس  = -ظ
اس -ج
اس ت ج

 )2

4
4س - 1

 - 
1

س + 1
 : ة ق ت ك أولاً: لو)س + 1( - لو)4س - 1( ، والمش ف 3( ن

ال 1 مث

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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اس ت ج
اس 1 + ج

 )4

 + لو 3س × 3س2 = س2 + 3س2 لو 3س = س2 )1 + 3 لو 3س(
3

3س
5( س3 × 

1
2)س + 1(

 : ة ق ت  لو)س + 1( ، والمش
1
2

س + 1 =  6( لو 

10س
1 + س2

 = 
2س

1 + س2
 × 5 : ة ق ت 7( لو)1 + س2(5 = 5 لو)1 + س2( ، والمش

ة الدالة ص = لو)-2س(؟ ق ت ساوي مش ة الدالة ص = لو 2س ت ق ت هل مش

الحل

1
س

 = 
2

2س
ص = لو 2س ∴ صَ = 

1
س

 = 
2-

-2س
ص = لو)-2س( ∴ صَ = 

ت اب  لأي ث
1
س

 لو)ك س( = 
د

دس
 : صورة عامة ان ، وب ت ساوي ان مت ت ق ت عم، المش ن

ك ≠ 0

ال 2 مث

ة مي ت اري تكامل الدالة اللوغ 7-2
QQS7x2QQ

اعدة ق

   دس = لو  + ث   
1
س

 

 لو  + ث
1
أ

   دس = 
1

أس + ب
 

ن إ ام ف ة المق ق ت سط هو مش ا كان الب ذ : إ صورة عامة وب

   دس = لو  + ث
)س( دَ
د)س(

 

س

أس + ب

د)س(

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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   دس    2(     دس
2
س

د: 1(   أوج

الحل

2 لو  + ث 1(  2 س-1   دس = 

2س - لو  + ث    دس = 
1
س

2(  2   دس -  

ال 3 مث

1
س

 - 2

س

س

: ي ي كل مما يأت د ص ف أوج

)3    
5

1 - 5س
 = 

دص

دس
 )2    

1
3س + 1

 = 
دص

دس
 )1

2
3)2س - 1(

 = 
دص

دس

الحل

1 لو  + ث
3

   دس = 
1

3س + 1
1( ص =  

 لو  + ث =
1
5-

   دس = 5 × 
5

1 - 5س
2( ص =  

-لو  + ث

 لو  + ث =
1
2

 × 
2
3

   دس = 
1

2س - 1
  

2
3

3( ص = 

1 لو  + ث
3

ال 4 مث

3س + 1

1 - 5س

1 - 5س

2س - 1

من2س - 1
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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س

ص

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

0

(1 ، 0)

(0 ، 1)

ص = هـس
ص = لو س

ص = س

م ص = س ي ق ران حول المست اظ ن ا هـس و لو س مت ي حن من

   دس
1
س

 
أب

1
مة  ي د ق أوج ا كان لو أ = 4 ، لو ب = -2 ، ف ذ إ

الحل

أ = هـ4 ، ب = هـ-2 ∴ أب = هـ4 × هـ-2 = هـ2

2  = لو هـ2 - لو 1 = 2 - 0 = 
هـ2

1    دس = 
1
س

 
هـ2

1

ال 5 مث

لو س

ة عي ي ة الطب الدالة الأسي 7-3
QQS7x3QQ

من
رح
د ال
عب

سن 
سو

رة 
و ت
دك
ال
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ة عي ي ة الطب صائص الدالة الأسي خ

، هـ ≈ 2.71828 ي سب ر ن ي هـ عدد غ

ة ح ي ق ي ع الأعداد الحق مي الها: ج مج

ط )هـس < 0 دائماً( ق ة ف ب ة الموج ي ق ي مداها: الأعداد الحق

طة )0 ، 1( ق ي الن اها محور الصادات ف حن طع من يق

ران حول اظ ن اهما مت حن رى، ومن ة للأخ هما عكسي ان هـس و لو س كل من الدالت
م ص = س ي ق المست

ة ل الدالة الأسي اض تف 7-4
QQS7x4QQ

اعدة ق

)س( × هـد)س(  هـد)س( = دَ
د

دس
 : صورة عامة  هـس = هـس ، وب

د

دس

سها. ف ة ن ل الأس × الدالة الأسي اض ف : ت أي

: صً - ص = 0 ت أن ب أث ت ص = هـس + هـ-س ف ا كان ذ إ

الحل

صَ = هـس - هـ-س    صً = هـس + هـ-س

صً - ص = )هـس + هـ-س( - )هـس + هـ-س( = 0 ✓

ال 6 مث

: ي ة كل مما يأت ق ت د مش أوج

ال 7 منمث
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1( ص = هـلو س

2( ص = س هـلو س

اس 3( ص = س3 هـظ

4( ص = هـ2س + 1 لو س

ا6س ت ج
هـ3س

5( ص = 

اس 6( ص = هـلو ج

الحل

صَ = 1 1( ص = هـلو س = س ∴ 

صَ = 2س 2( ص = س × س = س2 ∴ 

ا2س + 3( اس )س ق س2 هـظ اس × 3س2 =  اس + هـظ ا2س   هـظ 3( صَ = س3 × ق

هـ2س + 1   + لو س × 2هـ2س + 1 = 
1
س

4( صَ = هـ2س + 1 × 

ا6س × هـ-3س ت 5( ص = ج

ا6س( = ا6س × )-3هـ-3س( + هـ-3س × )-6 ج ت صَ = ج

ا6س( ا6س + 2 ج ت -3هـ-3س )ج

اس ت صَ = ج اس ∴  6( ص = ج

1 + 2 لو س
س

دما ص = سس د صَ عن أوج

الحل

: لو ص = س لو س ن ي ذ لو للطرف أخ ن

 + لو س × 1 = 1 + لو س
1
س

صَ = س × 
ص

 : ي من ل الض اض ف الت ب

صَ = سس )1 + لو س(  ∴

ال 8 مث
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ة تكامل الدالة الأسي 7-5
QQS7x5QQ

اعدة ق

 هـأس + ب + ث
1
أ

 هـس   دس = هـس + ث     هـأس + ب   دس = 

1
ل الأس اض ف ت

سها ×  ف ة ن : الدالة الأسي أي

: ة ي كاملات الآت د الت أوج

1(  2هـس   دس    2(  )هـ4س + هـ1 - س(   دس

3(  )هـس + هـ-س(2   دس    4(  هـ4س + لو 2   دس

الحل

2هـس + ث  )1

1 هـ4س - هـ1 - س + ث
4

 هـ1 - س + ث = 
1
1-

 هـ4س + 
1
4

 )2

1 هـ-2س + ث
2

1 هـ2س + 2س - 
2

3(  )هـ2س + 2 + هـ-2س(   دس = 

:  2 هـ4س   دس = ن ذ 4( هـ4س + لو 2 = هـ4س × هـلو 2 = 2 هـ4س ، إ

1 هـ4س + ث
2

ال 9 مث

   دس
هـ2س - 4

هـس - 2
د   أوج

الحل

: هـ2س - 4 = )هـس - 2()هـس + 2( ن عي ن مرب ي رق ب سط ف الب

ال مهم ال 10 — مث منمث
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هـس + 2س + ث    دس =  )هـس + 2(   دس = 
)هـس - 2()هـس + 2(

هـس - 2
 

كّر تذ

ن    صَ = هـس    و    إ ت ص = هـس    ف ا كان ذ إ

 هـس   دس = هـس + ث

ة اف ض سها )مع إ ف كاملها يساويان الدالة ن ها وت ت ق ت ي مش دة الت الدالة هـس هي الدالة الوحي
كامل(. ت الت اب ث
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ات والمحددات وف اب الأول: المصف الب

وف ب = عدد أعمدة أ ∴ ن + 1 = 3 ∴ ن = 2 ، وعدد أعمدة ب = 4 ن 1: عدد صف تمري
1
2

م + ن = 
2

ن  ذ ∴ م + 5 = 4 ∴ م = -1 ، إ

ن 2: أ( 3س)2 - س( + 8 = -1 ∴ س2 - 2س - 3 = 0 ∴ س = 3 أو س = -1    تمري
( 5)س2 + 1( - 42 = -17 ∴ س2 = 4 ∴ س = ± 2 ب

ات لث : حساب المث ي ان اب الث الب

اأ ت اأ = ج ا90 ج ت اأ + ج ت ا90 ج ا)90° + أ( = ج ن 1: ج تمري

اته ق ي كامل وتطب امس: الت اب الخ الب

)3    2 + 4  ن
1
6

3 ، ف =   ن
2
3

2 + 1    2( ع =  ن 1: 1( ف = 3ن تمري

3 + ن 2 + 1 ، ف = 4ن ع = 12ن

ن ماري ات الت اب ج إ ✓
QQSANSQQ
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